
xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠊࠉ࢙ࠈࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



ßɫƟȋǩȝǩȣŒɫǩƟɻ

ࠉ



ßɫƟȋǩȝǩȣŒɫǩƟɻ

�ƟƁʉʞɫƟࡩ üʞƟɻ ࡱɠȝࠇࠋࡩࠉ࢖ɠȝࠇࠇࡩࠈ ࠇࠍ `ǩǇʉǞ �ʻƟȣʞƟࡪ ࡱࠇࠈ+
�Œŷࡩ īƟƌ ࡱɠȝࠌࠉࡩࠐ࢖ɠȝࠌࠊࡩࠏ ࠇࠍ `ǩǇʉǞ �ʻƟȣʞƟࡪ ࡱࠉࠈ+ �ƟŒƌƟɫࡩ �Ɵǩ Ĳʞࡱ
´Ǉ˨ƁƟ Ǟȴʞɫɻࡩ ࢎcǩȋȋࢍ üʞƟࡪ ࡪɠȝࠇࠊࡩࠋɠȝ࢙ࠊ ࠇࠍ `ǩǇʉǞ �ʻƟȣʞƟࡪ ࡱࠇࠉࠍ ࢎĲʞࢍ īƟƌࡪ
ࡪɠȝࠊɠȝ࢙ࠇࠊࡩࠈ ࠇࠍ `ǩǇʉǞ �ʻƟȣʞƟࡪ ࡱࠌࠍࠍ
+ȴʞɫɻƟ ʿƟŷɠŒǊƟࡩ ȴȣ £ĳċ ƁȋŒɻɻƟɻࡱ üǞƟ ȋƟƁʉʞɫƟ ɻȋǩƌƟɻ ŒɫƟ ɠȴɻʉƟƌ ŒǇʉƟɫ
ƟŒƁǞ ȋƟƁʉʞɫƟࡱ
DˇŒȝɻࡩ üʞƟɻƌŒ ࡪ̍ �ŒɫƁǞ ࡪࠍ ɠȝࠇࠋࡩࠉ࢖ɠȝࠇࠇࡩࠈ ࢎ�ǩƌʉƟɫȝࢍ Œȣƌ üʞƟɻƌŒ ࡪ̍ �Œˈ ࡪࠌࠈ
ɠȝࠇࠌࡩࠊɠȝ࢙ࠇࠇࡩࠉ ࡱࢎǩȣŒȋ`ࢍ £ȴʉƟࡩ ƌŒʉƟ Œȣƌ ʉǩȝǩȣǊ ȴǇ ˨ȣŒȋ ɻʞŷǽƟƁʉ ʉȴ ƁǞŒȣǊƟࡪ
Ǉɫȴȝ £ĳċ æƟǊǩɻʉɫŒɫࡱ

ࠊ



ßɫƟȋǩȝǩȣŒɫǩƟɻ

üƟˇʉɻࡩ üǞƟɫƟ ǩɻ £´ ɫƟɧʞǩɫƟƌ ʉƟˇʉŷȴȴȅࡱ æƟƁȴȝȝƟȣƌƟƌ ŷȴȴȅɻࡩ

ࡦ ࢂxæࢁ xȝŷƟȣɻࡪ cࡱ Œȣƌ æʞŷǩȣࡪ ࡱ5 ࡱࢎࠌࠈࠇࠉࢍ *ŒʗɵŒȈ uȠǅƝɥƝȠƀƝ ǅȰɥ èʂŒʂǦɵʂǦƀɵࡪ
èȰƀǦŒȈࡪ ŒȠƊ #ǦȰȚƝƊǦƀŒȈ èƀǦƝȠƀƝɵࡰ �Ƞ uȠʂɥȰƊʗƀʂǦȰȠࡱ +ŒȝŷɫǩƌǊƟ
ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ ßɫƟɻɻࡱ

ࡦ ࢂ�īࢁ �ȴɫǊŒȣࡪ ðࡪࡱ Œȣƌ īǩȣɻǞǩɠࡪ ࡱ+ ࡱࢎࠋࠈࠇࠉࢍ *ȰʗȠʂƝɥǅŒƀʂʗŒȈɵ ŒȠƊ *ŒʗɵŒȈ
uȠǅƝɥƝȠƀƝࡩ �ƝʂǛȰƊɵ ŒȠƊ ØɥǦȠƀǦɛȈƝɵ ǅȰɥ èȰƀǦŒȈ ßƝɵƝŒɥƀǛࡪ ȣƌࠉ Dƌǩʉǩȴȣࡱ
+ŒȝŷɫǩƌǊƟࡱ

ࡦ ࢂ�ßcࢁ ßƟŒɫȋࡪ ࡪࡱ� cȋˈȝȴʞɫࡪ ࡪࡱ� Œȣƌ �ƟʿƟȋȋࡪ ࡱ£ ࡱࢎࠍࠈࠇࠉࢍ *ŒʗɵŒȈ uȠǅƝɥƝȠƀƝ ǦȠ
èʂŒʂǦɵʂǦƀɵࡩ � ØɥǦȚƝɥࡱ īǩȋƟ ࡱ̍

´ʉǞƟɫɻ ȋǩɻʉƟƌ ȴȣ ɻˈȋȋŒŷʞɻࡱ

ࠋ



üǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟ

üǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ǩɻ ȴȣ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡪ ȝȴɻʉȋˈ ʿǩʉǞ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ
ŷʞɻǩȣƟɻɻࡪ ƟƁȴȣȴȝǩƁɻࡪ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁɻࡱ üǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ʿǩȋȋ ƌǩɻƁʞɻɻ ƁȴȣʉɫȴȋȋƟƌ
ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ Œɻ ʿƟȋȋ Œɻ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࠈࡱ

´ʞɫ ǇȴƁʞɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ŷȴʉǞ ȴȣ ʉǞƟȴɫˈ Œȣƌ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ īǞƟɫƟ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟࡪ x
ʿǩȋȋ ŒʉʉƟȝɠʉ ʉȴ ʉŒǩȋȴɫ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ʉȴʿŒɫƌɻ ǩɻɻʞƟɻ ˈȴʞ ȝŒˈ ǇŒƁƟ ǩȣ ˈȴʞɫ
ȴʿȣ ɫƟɻƟŒɫƁǞ ȴɫ ʿȴɫȅࡱ
x ʿǩȋȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ Œ ɻʞƁƁƟɻɻ ǩǇ ˈȴʞ ǊɫŒɻɠ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩɻɻʞƟɻ ǩȣ
ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡪ Œȣƌ ƁŒȣ Œɠɠȋˈ ʉǞȴɻƟ ƁȴȣƁƟɠʉɻ ʉȴ ƟʻƟɫˈƌŒˈ ɠɫȴŷȋƟȝɻ
ˈȴʞ ǇŒƁƟ ǩȣ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࡱ
�Œǽȴɫࠈ ƁɫƟƌǩʉ ƌʞƟ ʉȴ �ȋǇɫƟƌ cŒȋǩƁǞȴȣࡪ ʿǞȴ ˨ɫɻʉ ʉŒʞǊǞʉ ʉǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟ ȋŒɻʉ ˈƟŒɫ Œʉ +5ðࡪ Œȣƌ
Ǉɫȴȝ ʿǞȴȝ ȝʞƁǞ ȴǇ ƁȴȣʉƟȣʉ Œȣƌ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ȴǇ ʉǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟ ǩɻ ƌƟɫǩʻƟƌࡱ

ࠌ

http://alfredgalichon.com


üǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟ

ßɫȴǊɫŒȝȝǩȣǊࡩ üǞƟ ȴǇ˨ƁǩŒȋ ȋŒȣǊʞŒǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ ʿǩȋȋ ŷƟ æࡪ ŷʞʉ ˈȴʞ ŒɫƟ
ʿƟȋƁȴȝƟ ʉȴ ʞɻƟ ʉǞƟ ȋŒȣǊʞŒǊƟ ȴǇ ˈȴʞɫ ƁǞȴǩƁƟ ࢕ ƟࡱǊࡱ ßˈʉǞȴȣࡪ �ʞȋǩŒ࡬ � ɻǞȴɫʉ
ʉʞʉȴɫǩŒȋ ȴȣ æ ʿǩȋȋ ŷƟ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ŷˈ �Ɵǩ ǩȣ ʉǞǩɻ ʿƟƟȅࢪɻ ȋŒŷࡱ
`ǩȣŒȋ ǊɫŒƌƟࡩ +ȋŒɻɻ ŒʉʉƟȣƌŒȣƁƟࡷɠŒɫʉǩƁǩɠŒʉǩȴȣ ࡪࢎहࠇࠈࢍ oȴȝƟʿȴɫȅ ࡪࢎहࠌࠊࢍ
�ǩƌʉƟɫȝ ࡪࢎहࠌࠉࢍ `ǩȣŒȋ DˇŒȝ ࡱࢎहࠇࠊࢍ
oȴȝƟʿȴɫȅࡩ ɫȴʞǊǞȋˈ ƟʻƟɫˈ ȴʉǞƟɫ ʿƟƟȅࡱ īǩȋȋ ǇɫƟɧʞƟȣʉȋˈ ǩȣʻȴȋʻƟ ŒȣŒȋˈ˔ǩȣǊ Œ
ƌŒʉŒɻƟʉ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ɻƟƟȣ ǩȣ ƁȋŒɻɻࡶ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻ ǩʉ ȝŒˈ ǩȣʻȴȋʻƟ
ƁɫǩʉǩɧʞǩȣǊ Œ ɫƟɻƟŒɫƁǞ ɠŒɠƟɫࡱ oȴȝƟʿȴɫȅ ʿǩȋȋ ŷƟ ȝŒȣŒǊƟƌ ʉǞɫȴʞǊǞ £ĳċ
+ȋŒɻɻƟɻࡱ `ʞȋȋ ǞȴȝƟʿȴɫȅ ɠȴȋǩƁǩƟɻ ŒɫƟ ȋǩɻʉƟƌ ȴȣ ɻˈȋȋŒŷʞɻࡱ
äʞƟɻʉǩȴȣɻࡲ

ࠍ



+ȴʞɫɻƟ ȴʞʉȋǩȣƟ

ࠎ



´ʞʉȋǩȣƟࡩ ɠŒɫʉɻ x Œȣƌ xx

ßŒɫʉ xࡱ xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ
�ࠜ #ŒɻǩƁ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻ �Œȣ ࠝࠞ
�ࠝ üǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋ �Œȣ ࠞࠛ

ßŒɫʉ xxࡱ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ
�ࠞ æ+üɻࡪ �# ʉƟɻʉǩȣǊࡪ ŷʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ࢎࠜࢍ `Ɵŷ ࠡ
�ࠟ æ+üɻࡪ �# ʉƟɻʉǩȣǊࡪ ŷʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ࢎࠝࢍ `Ɵŷ ࠜࠞ
�ࠠ £ȴȣƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ࢎࠜࢍ `Ɵŷ ࠝࠛ

ࠏ



´ʞʉȋǩȣƟࡩ ɠŒɫʉ xxx

ßŒɫʉ xxxࡩ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ
�ࠡ xĨ ࢎࠝࢍ Œȣƌ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ `Ɵŷ ࠝࠢ
�ǩƌʉƟɫȝ �ƟƁʉʞɫƟɻ ࠡ࢖ࠜ �Œɫ ࠡ
�ࠢ �ŒʉƁǞǩȣǊ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫɻ �Œɫ ࠝࠛ
�ࠣ 5ǩǇǇ࢙ǩȣ࢙5ǩǇǇࡪ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ �Œɫ ࠝࠢ
ࠤ� DˇʉƟȣƌǩȣǊ 5ǩǇǇ࢙ǩȣ࢙5ǩǇǇ �ɠɫ ࠞ
�ࠜࠛ oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋɻ �ɠɫ ࠜࠛ

ࠐ



´ʞʉȋǩȣƟࡩ ɠŒɫʉ xĨ

ßŒɫʉ xĨࡩ ɻɠƟƁǩŒȋ ʉȴɠǩƁɻ
�ࠜࠜ ßɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ʿǩʉǞ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ �ɠɫ ࠜࠢ
�ࠜࠝ +ŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ȣƟʉʿȴɫȅɻ �ɠɫ ࠝࠟ
�ࠜࠞ �ŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ Œȣƌ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ �Œˈ ࠜ
`ǩȣŒȋ �ƟƁʉʞɫƟɻ ࠞࠜ࢖ࠜ �Œˈ ࠜࠠ

ࠇࠈ



oƟȋɠ ȝƟ ȋƟŒɫȣ Œŷȴʞʉ ˈȴʞ࡭

ࠈࠈ



ßȋƟŒɻƟ ʉŒȅƟ Œ ǇƟʿ ȝǩȣʞʉƟɻ ʉȴ ƁȴȝɠȋƟʉƟ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ɻʞɫʻƟ ࡱ̍

Ǟʉʉɠࡷࡷࡩŷǩʉࡱȋˈࠉࡷ#ǽ5xǽʞ

ࠉࠈ

http://bit.ly/2BjDIju


üȴƌŒˈ

ࠊࠈ



üȴƌŒˈ

ßŒɫʉ xࡱ xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣࡱ
�ƝƀʂʗɥƝ ࡰࠋ *ŒʗɵŒȈ ǦȠǅƝɥƝȠƀƝࡩ ȚȰʂǦʴŒʂǦȠǈ ƝˀŒȚɛȈƝɵ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ �īࡪ +ǞŒɠʉƟɫ ࠈ
ࡦ oȴȋȋŒȣƌࡪ ßࡱ ࡱࢎࠍࠏࠐࠈࢍ ðʉŒʉǩɻʉǩƁɻࢧ Œȣƌ +ŒʞɻŒȋ xȣǇƟɫƟȣƁƟࢨࡱ �ȰʗɥȠŒȈ Ȱǅ ʂǛƝ
�ȚƝɥǦƀŒȠ èʂŒʂǦɵʂǦƀŒȈ �ɵɵȰƀǦŒʂǦȰȠࡱ

ࡦ �ȣǊɫǩɻʉࡪ ࡱ� Œȣƌ ßǩɻƁǞȅƟࡪ �࢙ðࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ üǞƟࢧ +ɫƟƌǩŷǩȋǩʉˈ æƟʻȴȋʞʉǩȴȣ ǩȣ
DȝɠǩɫǩƁŒȋ DƁȴȣȴȝǩƁɻࡩ oȴʿ #ƟʉʉƟɫ æƟɻƟŒɫƁǞ 5ƟɻǩǊȣ ǩɻ üŒȅǩȣǊ ʉǞƟ +ȴȣ
ȴʞʉ ȴǇ DƁȴȣȴȝƟʉɫǩƁɻࢨࡪ �ȰʗɥȠŒȈ Ȱǅ BƀȰȠȰȚǦƀ ØƝɥɵɛƝƀʂǦʴƝɵࡱ

ࠋࠈ



īǞŒʉ ǩɻ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡲ ðȴȝƟ ʉˈɠǩƁŒȋ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻ

ࡦ 5ȴƟɻ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣ ƁŒʞɻƟ ƟŒɫȣǩȣǊɻࡲ oȴʿ ȋŒɫǊƟ ǩɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉࡲ xǇ
ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǩʉǞ Œ ƁȴȋȋƟǊƟ ƌƟǊɫƟƟ ǞŒƌ Œ ȝŒɻʉƟɫࢪɻ ƌƟǊɫƟƟࡪ ŷˈ Ǟȴʿ
ȝʞƁǞ ʿȴʞȋƌ ʉǞƟǩɫ ƟŒɫȣǩȣǊɻ ǩȣƁɫƟŒɻƟࡲ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ǇƟɫʉǩȋǩ˔Ɵɫ ȴȣ Ɓɫȴɠ ˈǩƟȋƌࡲ
ࡦ oȴʿ ƌȴƟɻ ǞƟŒȋʉǞƁŒɫƟ ŒǇǇƟƁʉ ǩȣƁȴȝƟࡲ
ࡦ oȴʿ ƌȴƟɻ ŒƌʻƟɫʉǩɻǩȣǊ ŒǇǇƟƁʉ ɻŒȋƟɻࡷƁȋǩƁȅʉǞɫȴʞǊǞɻࡲ
ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟ ȴȣ ƟȝɠȋȴˈȝƟȣʉࡲ
ࡦ īǞŒʉ ƁŒʞɻƟɻ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʉȴ ʉʞɫȣȴʞʉ ʉȴ ʻȴʉƟࡲ
ࡦ oȴʿ ƌȴƟɻ ɫŒƁƟࡷǊƟȣƌƟɫ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟ ǞǩɫǩȣǊ ƌƟƁǩɻǩȴȣɻࡲ

ࠌࠈ



īǞŒʉ ǩɻ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡲ ðȴȝƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ƁȴȣƁƟɠʉɻ

ࡦ �ɻɻȴƁǩŒʉǩȴȣ ʻɻ ƁŒʞɻŒȋǩʉ ࡱ̍
ࡦ ðɠʞɫǩȴʞɻ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻࡶ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǇŒƁʉȴɫɻࡶ Ɓȴȝȝȴȣ
ɫƟɻɠȴȣɻƟࢧࡷȋʞɫȅǩȣǊࢨ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ

ࡦ DˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ʻɻ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ
ࡦ ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡪ ƁȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋɻ
ࡦ �ȴƁŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ʻƟɫɻʞɻ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ࢙ȋƟʻƟȋ ƟǇǇƟƁʉɻ
ࡦ +ȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ

� Ǉʞȣ ȋǩȣȅ ȴȣ ɻɠʞɫǩȴʞɻ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻࡱ

ࠍࠈ

http://www.tylervigen.com/spurious-correlations


īŒɫȣǩȣǊ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ üǞǩɻ ȝŒˈ ŷƟƁȴȝƟ ˈȴʞ࡬

ࠎࠈ



DʻƟȣ ɻʉɫȴȣǊ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣɻ ƌȴȣࢪʉ ǩȝɠȋˈ ƁŒʞɻŒȋǩʉˈ࡬

ßƟȴɠȋƟ ʿǞȴ Ǟʞɫɫˈ ŒɫƟ ȴǇʉƟȣ ȋŒʉƟ −̸→ ǞʞɫɫˈǩȣǊ ȝŒȅƟɻ ˈȴʞ ȋŒʉƟ
oȴʉƟȋ ȴƁƁʞɠŒȣƁˈ ǩɻ ǞǩǊǞƟɻʉ ʿǞƟȣ ɠɫǩƁƟɻ ŒɫƟ Œȋɻȴ ǞǩǊǞ −̸→ ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊ
ɠɫǩƁƟɻ ʿǩȋȋ ǩȣƁɫƟŒɻƟ ƌƟȝŒȣƌ
ßȋŒƁƟɻ ʿǩʉǞ ȝŒȣˈ ɠȴȋǩƁƟ ȴǇ˨ƁƟɫɻ ǞŒʻƟ ȝȴɫƟ ƁɫǩȝƟ −̸→ ɫƟƌʞƁǩȣǊ ɠȴȋǩƁƟ
ȴǇ˨ƁƟɫɻ ʿǩȋȋ ɫƟƌʞƁƟ ƁɫǩȝƟ
īǩȣƟ ƌɫǩȣȅƟɫɻ ŒɫƟ ʿƟŒȋʉǞǩƟɫ ʉǞŒȣ ŷƟƟɫ ƌɫǩȣȅƟɫɻ −̸→ ƌɫǩȣȅǩȣǊ ʿǩȣƟ
ǩȣƁɫƟŒɻƟɻ ˈȴʞɫ ǩȣƁȴȝƟ
�Œȣˈ ʉƟƁǞ +D´ɻ ȣƟʻƟɫ ʿƟȣʉ ʉȴ ƁȴȋȋƟǊƟ −̸→ ȋƟɻɻ ɻƁǞȴȴȋ ǞƟȋɠɻ ˈȴʞɫ ƁŒɫƟƟɫ

ࠏࠈ



+ȴȣʉɫȴȋȋƟƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ʻɻ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ

ࡦ æȴȣŒȋƌ `ǩɻǞƟɫ ࢎࠉࠍࠐࠈ࢙ࠇࠐࠏࠈࢍ ɠǩȴȣƟƟɫƟƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣࡪ ǩȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡪ
ʿǩʉǞ ʿȴɫȅ ȴȣ Ɓɫȴɠ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ǩȣ ʉǞƟȴɫˈ ʿǩʉǞ Ǟǩɻ ȋŒȣƌȝŒɫȅ ࠌࠊࠐࠈ
ʉƟˇʉࡪ óǛƝ ƊƝɵǦǈȠ Ȱǅ ƝˀɛƝɥǦȚƝȠʂɵࡱ �ȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ǩɻ ƁȴȣʉɫȴȋȋƟƌࡪ ʿǞǩƁǞ
ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉƟɫ ǞŒɻ ɻȴȝƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ ȴȣ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉȴ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻࡱ xȣ ȝƟƌǩƁǩȣƟࡪ ࢨǩȣʉƟɫʻƟȣʉǩȴȣŒȋࢧ ƁȋǩȣǩƁŒȋ ʉɫǩŒȋɻࡱ

ࡦ #ˈ ƁȴȣʉɫŒɻʉࡪ ǩȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ ʉǞƟ ŒȣŒȋˈɻʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ǞŒʻƟ Œ
Ɓȴȣʉɫȴȋ ȴȣ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ʉȴ ɠɫȴʻǩƌƟ ʉȴ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻࡱ `ɫƟɧʞƟȣʉȋˈ ʉǞƟ
ƁŒɻƟ ǩȣ ɻȴƁǩŒȋ ɻƁǩƟȣƁƟɻࡱ oȴʿƟʻƟɫࡪ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻ ǩɻ ǩɻ ƟȣȴʞǊǞ ʉȴ
ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ ʉǞƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣŒȣʉɻ ȴǇ ɠɫȴʻǩƌǩȣǊ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ
ɠʞɫɠȴɻƟ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡩ ࡱࢨɧʞŒɻǩ࢙ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࢧ xȣ ȝƟƌǩƁǩȣƟࡪ
ࢨȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋࢧ ƁȋǩȣǩƁŒȋ ʉɫǩŒȋɻࡱ

ࠐࠈ

https://en.wikipedia.org/wiki/Ronald_Fisher


æŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣ ŷʞɻǩȣƟɻɻࡪ ƟƁȴȣȴȝǩƁɻࡪ ɠȴȋǩʉǩƁɻ

ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ɻʉʞƌǩƟɻ ǩȣ ŷʞɻǩȣƟɻɻࡩ �# ʉƟɻʉǩȣǊࡪ ŷʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡱ
ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ɻʉʞƌǩƟɻ ǩȣ ƟƁȴȣȴȝǩƁɻ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁɻࡩ
ƌƟʻƟȋȴɠȝƟȣʉࡷƁŒȝɠŒǩǊȣǩȣǊ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡱ

ࠇࠉ



´ŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ ǩȣ ŷʞɻǩȣƟɻɻࡪ ƟƁȴȣȴȝǩƁɻࡪ ɠȴȋǩʉǩƁɻ

ࡦ £ŒʉʞɫŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ
ࡦ 5ǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ
ࡦ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ
ࡦ xȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ

ࠈࠉ



üǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋ

ࠉࠉ



üǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋ

ࡦ üǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋ ʿŒɻ ɠǩȴȣƟƟɫƟƌ ŷˈ �Ɵɫ˔ˈ £ƟˈȝŒȣ ࢎࠊࠉࠐࠈࢍ
Œȣƌ ƟˇʉƟȣɻǩʻƟȋˈ ƌƟʻƟȋȴɠƟƌ ŷˈ 5ȴȣŒȋƌ æʞŷǩȣ ɻǩȣƁƟ ʉǞƟ ȝǩƌ࢙ࠇࠎࠐࠈɻࡱ

ࡦ ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡩ Īࠈ Œȣƌ Īࠇ ǩǇ ʉɫƟŒʉƟƌ ࠈࢍ = ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɻʉŒʉƟࢎ ȴɫ ȣȴʉ
ʉɫƟŒʉƟƌ ࠇࢍ = Ɓȴȣʉɫȴȋ ɻʉŒʉƟࢎ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ Ǧࡪ ˁࠇǦ Œȣƌ ˁࠈǦ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ Ǧ ǩȣ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ɻʉŒʉƟɻࡱ xȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ
ǩɻ ʉǞʞɻ

δǦ = ˁࠈǦ − ˁࠇǦ

ࠊࠉ

https://en.wikipedia.org/wiki/Jerzy_Neyman
https://en.wikipedia.org/wiki/Donald_Rubin


üǞǩȣȅǩȣǊ Œŷȴʞʉ ƁȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋɻ

`ʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡩ ˁࠇǦ Œȣƌ ˁࠈǦ Œȣƌࢍ ʉǞʞɻ δǦࢎ ŒɫƟ
ȠƝʴƝɥ ɻǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻȋˈ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡱ īƟ ǞŒʻƟࡩ

cɫȴʞɠ Īࠈ Īࠇ
üɫƟŒʉȝƟȣʉ 3ࢍ = ࢎࠈ ´ŷɻƟɫʻŒŷȋƟ ࢎ∗Īࢍ ࢎࡲࢍ
+ȴȣʉɫȴȋ 3ࢍ = ࢎࠇ ࢎࡲࢍ ´ŷɻƟɫʻŒŷȋƟ ࢎ∗Īࢍ

üǞƟ ࢎࡲࢍ ŒɫƟ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒࡩ ʉǞƟˈ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ƀȰʗȠʂƝɥǅŒƀʂʗŒȈɵࡩ ʿǞŒʉࢧ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ
ǞŒɠɠƟȣƟƌ ǩǇ Ǧ ǞŒƌ ȣȴʉ ŷƟƟȣ ʉɫƟŒʉƟƌ ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ʉɫƟŒʉƟƌࢨࡲ

ࠋࠉ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠇࠊ࢙ࠈࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



üȴƌŒˈ

ßŒɫʉ xࡪ ȋƟƁʉʞɫƟ ࡱࠉ üǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋࡱ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ �īࡪ +Ǟ ࠉ
ࡦ xæࡪ +ǞŒɠʉƟɫ ࡱࠊ࢖ࠈ
ࡦ oƟƁȅȝŒȣࡪ ࡱ� üǞƟࢧ ɻƁǩƟȣʉǩ˨Ɓ ȝȴƌƟȋ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋǩʉˈࢨ ðȴƁǩȴȋȴǊǩƁŒȋ
�ƟʉǞȴƌȴȋȴǊˈ ࡱࠌࠇࠇࠉ

ࡦ 5ŒʉŒɻƟʉ Ǉɫȴȝࡩ �ŒȋȴȣƌƟࡪ æࡱ ࡱࢎࠍࠏࠐࠈࢍ DʻŒȋʞŒʉǩȣǊࢧ ʉǞƟ DƁȴȣȴȝƟʉɫǩƁ
DʻŒȋʞŒʉǩȴȣɻ ȴǇ üɫŒǩȣǩȣǊ ßɫȴǊɫŒȝɻ ʿǩʉǞ DˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ 5ŒʉŒࢨࡱ �ȚƝɥǦƀŒȠ
BƀȰȠȰȚǦƀ ßƝʴǦƝʸࡱ

ࠊ



üǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋ

ࡦ üǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋ ʿŒɻ ɠǩȴȣƟƟɫƟƌ ŷˈ �Ɵɫ˔ˈ £ƟˈȝŒȣ ࢎࠊࠉࠐࠈࢍ
Œȣƌ ƟˇʉƟȣɻǩʻƟȋˈ ƌƟʻƟȋȴɠƟƌ ŷˈ 5ȴȣŒȋƌ æʞŷǩȣ ɻǩȣƁƟ ʉǞƟ ȝǩƌ࢙ࠇࠎࠐࠈɻࡱ

ࡦ ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡩ Īࠈ Œȣƌ Īࠇ ǩǇ ʉɫƟŒʉƟƌ ࠈࢍ = ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɻʉŒʉƟࢎ ȴɫ ȣȴʉ
ʉɫƟŒʉƟƌ ࠇࢍ = Ɓȴȣʉɫȴȋ ɻʉŒʉƟࢎ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ Ǧࡪ ˁࠇǦ Œȣƌ ˁࠈǦ ƌƟȣȴʉƟ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ Ǧ ǩȣ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ɻʉŒʉƟɻࡱ xȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ
ǩɻ ʉǞʞɻ

δǦ = ˁࠈǦ − ˁࠇǦ

ࠋ

https://en.wikipedia.org/wiki/Jerzy_Neyman
https://en.wikipedia.org/wiki/Donald_Rubin


üǞǩȣȅǩȣǊ Œŷȴʞʉ ƁȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋɻ

`ʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡩ ˁࠇǦ Œȣƌ ˁࠈǦ Œȣƌࢍ ʉǞʞɻ δǦࢎ ŒɫƟ
ȠƝʴƝɥ ɻǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻȋˈ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡱ īƟ ǞŒʻƟࡩ

cɫȴʞɠ Īࠈ Īࠇ
üɫƟŒʉȝƟȣʉ 3ࢍ = ࢎࠈ ´ŷɻƟɫʻŒŷȋƟ ࢎ∗Īࢍ ࢎࡲࢍ
+ȴȣʉɫȴȋ 3ࢍ = ࢎࠇ ࢎࡲࢍ ´ŷɻƟɫʻŒŷȋƟ ࢎ∗Īࢍ

üǞƟ ࢎࡲࢍ ŒɫƟ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒࡩ ʉǞƟˈ ǩȣƌǩƁŒʉƟ ƀȰʗȠʂƝɥǅŒƀʂʗŒȈɵࡩ ʿǞŒʉࢧ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ
ǞŒɠɠƟȣƟƌ ǩǇ Ǧ ǞŒƌ ȣȴʉ ŷƟƟȣ ʉɫƟŒʉƟƌ ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ʉɫƟŒʉƟƌࢨࡲ

ࠌ



� ȣȴʉƟ ȴȣ ȣȴʉŒʉǩȴȣ

x ʿǩȋȋ Œƌȴɠʉ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ȣȴʉŒʉǩȴȣࡩ

ࡦ Ī∗ = Ī®Ŷɵ = Ī3 Ǉȴɫ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟࡪ ʿǞǩȋƟ
ࡦ ĳ = (Īࠇ, Īࠈ) Ǉȴɫ ʉǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ

īǞǩȋƟ ʉǞǩɻ ȣȴʉŒʉǩȴȣ ɫƟȝȴʻƟɻ Œȣˈ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ƁȴȣǇʞɻǩȴȣ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ
ȴŷɻƟɫʻƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟ Œȣƌ ʉǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡪ ǩʉ ǩɻ ȋƟɻɻ
ɻʉŒȣƌŒɫƌ ǩȣ ʉǞƟ ȋǩʉƟɫŒʉʞɫƟࡱ

ࠍ



´ŷɻƟɫʻƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ 3 ∈ ,ࠇ} ࡱ{ࠈ ƊǦ = ࠈ ȝƟŒȣɻ Ǧ ɫƟƁƟǩʻƟɻ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢍ Ǌɫȴʞɠࡶࢎ ƊǦ = ࠇ ȝƟŒȣɻ Ǧ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ɫƟƁƟǩʻƟ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
Ɓȴȣʉɫȴȋࢍ Ǌɫȴʞɠࡱࢎ

ࡦ üǞƟ ȴŷɻƟɫƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟ ǩɻ Ī∗ = Īࠈ ǩǇ 3 = ࠈ Œȣƌ Ī∗ = Īࠇ ǩǇ 3 = ࡶࠇ
ʉǞƟɫƟǇȴɫƟ

Ī∗ = Ī3 = 3Īࠈ + −ࠈ) 3) Īࠇ.

ࠎ



�ʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ

ࡦ üǞƟ ŒʴƝɥŒǈƝ ʂɥƝŒʂȚƝȠʂ ƝǅǅƝƀʂ ࢎ�üDࢍ ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ Œɻ

�óB = B [δ] = B [Īࠈ]− B [Īࠇ] .

ࡦ īǞƟȣ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ ǩɻ Œ ŷǩȣŒɫˈ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ʉǞǩɻ ǩɻ ɻǩȝɠȋˈ
Pr (Īࠈ = −(ࠈ Pr (Īࠇ = ࡱ(ࠈ

ࡦ ´ʉǞƟɫ ȝƟŒɻʞɫƟɻࡪ ɻʞƁǞ Œɻ ʉǞƟ ƀŒʗɵŒȈ ɥǦɵȂ ɥŒʂǦȰ Pr (Īࠈ = (ࠈ /Pr (Īࠇ = (ࠈ
Ɓȴʞȋƌ Œȋɻȴ ŷƟ ʞɻƟƌ Œɻ Œȣ ŒɻɻƟɻɻȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࠏ



ðʉŒŷȋƟ ʞȣǩʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ʻŒȋʞƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ࢎ�ðċüĨࢍ

ðċüĨ� ǩȣ Œ ɻƟʉ ȴǇ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣɻ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣࢍ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣɻࢎ ǩȣʉɫȴƌʞƁƟƌ ŷˈ æʞŷǩȣ
ǩȣ ࡱࠇࠏࠐࠈ ċȣƌƟɫ ðċüĨࡩ�

ࡦ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȠȰ ǦȠʂƝɥǅƝɥƝȠƀƝࡩ Œ ʞȣǩʉࢪɻ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ŒɫƟ ʞȣŒǇǇƟƁʉƟƌ
ŷˈ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒƌȝǩȣǩɻʉƟɫƟƌ ʉȴ ȴʉǞƟɫ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻࡶ

ࡦ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȠȰ ǛǦƊƊƝȠ ʴŒɥǦŒʂǦȰȠ Ȱǅ ʂɥƝŒʂȚƝȠʂࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ
Œȣƌ Ɵˇǩɻʉɻ ʞȣƌƟɫ ȴȣȋˈ ȴȣƟ Ǉȴɫȝࡱ

ࠐ



ðċüĨ�

ðċüĨ� ǩɻ ȣȴʉ ŒȋʿŒˈɻ ȝƟʉ ǩȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟࡩ

ࡦ ƌʞƟ ʉȴ ƀȰȠʂŒǈǦȰȠ ࡪࡱǊࡱƟࢍ Œ ʻŒƁƁǩȣŒʉǩȴȣ ƁŒȝɠŒǩǊȣ ȝŒˈ ǞŒʻƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ
ȴʉǞƟɫ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ŷƟˈȴȣƌ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉƟƌࢎ

ࡦ ƌʞƟ ʉȴ ƝɡʗǦȈǦŶɥǦʗȚ ƝǅǅƝƀʂɵ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʉȴȴ ȝŒȣˈ ǞǩǊǞ࢙ɻȅǩȋȋƟƌ ǽȴŷ ŒɠɠȋǩƁŒȣʉɻ
ȝŒˈ ƌƟƁɫƟŒɻƟ ʿŒǊƟɻࢎ

ࡦ ǩȣ ƁȋŒɻɻɫȴȴȝɻࡪ ʉǞƟɫƟ ȝŒˈ ŷƟ ɛƝƝɥ ƝǅǅƝƀʂɵ
ࡦ ǩȣ ɻȴȝƟ ƟŒɫȋˈ ƌɫʞǊ ʉɫǩŒȋɻࡪ ɠŒʉǩƟȣʉɻ ȝŒˈ ɻǞŒɫƟ Œ ɠŒɫʉ ȴǇ ʉǞƟ ȝƟƌǩƁŒʉǩȴȣ
ࡦ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣ ȝŒˈ ƁȴȝƟ ǩȣ ʴŒɥǦȰʗɵ ɡʗŒȈǦʂǦƝɵ

ࠇࠈ



üǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ

ࡦ �ȣ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ǩɻ Œ ɠɫȴƁƟɻɻ ʉǞŒʉ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟɻ ʿǞǩƁǞ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ŒƌȝǩȣǩɻʉƟɫƟƌ ʉȴ ʞȣǩʉɻࡱ üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ ǩʉ ǩɻ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ 3Ǧ ȴǇ ʞȣǩʉ Ǧ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ʉǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ
ȴʞʉƁȴȝƟɻ (ĪࠇǦ , ĪࠈǦ ) Œȣƌ ʉǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ĩǦࡱ

ࡦ 5ƟɻǩɫŒŷȋƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝɻ ŒɫƟࡩ
ࡦ ǦȠƊǦʴǦƊʗŒȈǦɵʂǦƀࡩ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȴǇ Œ ʞȣǩʉ Ǧ ƁŒȣȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ ʉǞƟ
ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡪ ȴɫ ȴȣ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ŒȣȴʉǞƟɫ ʞȣǩʉ
Ǧ′ࡱ

ࡦ ɛɥȰŶŒŶǦȈǦɵʂǦƀࡩ Ǉȴɫ ƟʻƟɫˈ ʞȣǩʉ Ǧࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ƟŒƁǞ ɻʉŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ɠȴɻǩʉǩʻƟࡱ

ࡦ ʗȠƀȰȠǅȰʗȠƊƝƊࡩ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ
ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡪ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ȝȴɫƟࢍ ȴȣ ʉǞǩɻ ɻȴȴȣࡱࢎ

ࠈࠈ



üǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ ðȴȝƟ ŒʞʉǞȴɫɻ ƌǩɻʉǩȣǊʞǩɻǞ ŷƟʉʿƟƟȣࡩ
ࡦ ƁȋŒɻɻǩƁŒȋ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡩ ʉǞƟ ʉǞɫƟƟ ƌƟɻǩɫŒŷȋƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ŒɫƟ
ȅȣȴʿȣࡪ Œȣƌ ʉǞƟ Ǉȴɫȝ ȴǇ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ǩɻ ȅȣȴʿȣ Œȣƌ
ƁǞȴɻƟȣ ࡱࢎæ+üɻࢍ

ࡦ ɫƟǊʞȋŒɫ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝɻࡩ ɻŒȝƟ Œɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ŷʞʉ ʉǞƟ Ǉȴɫȝ ȴǇ ʉǞƟ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ǩɻ ȣȴʉ ȅȣȴʿȣ ȴɫ ƁǞȴɻƟȣ ɧʞŒɻǩ࢙ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋࢍ
ɻƟʉʉǩȣǊ ǩȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡱࢎ

ࡦ ǩɫɫƟǊʞȋŒɫ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝɻࡩ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ ʿǞƟɫƟ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟ ƌƟɻǩɫŒŷȋƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻࡪ ȝȴɻʉ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ǇŒǩȋɻࡱ

ࠉࠈ



`ȴɫȝŒȋǩ˔ǩȣǊ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ

īƟ ʿǩȋȋ ɻʉŒɫʉ ŷˈ ǩǊȣȴɫǩȣǊ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡱ ċȣƌƟɫ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ
ɛȰʂƝȠʂǦŒȈ ȰʗʂƀȰȚƝɵ ŒɥƝ ǦȠƊƝɛƝȠƊƝȠʂ ǅɥȰȚ ʂɥƝŒʂȚƝȠʂࡪ ǩࡱƟࡪࡱ

ĳ =
(
Īࠇ, Īࠈ

)
⊥⊥ 3

üǞǩɻ ǩɻ ʉǞƟ ƁŒɻƟ ǩȣ Œ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡶ ɫŒɫƟȋˈ ǩȣ
ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡱ ´Ǉ ƁȴʞɫɻƟࡪ ʉǞǩɻ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ǩȝɠȋˈ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ
ȴʞʉƁȴȝƟ ĪȰŶɵ ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ࡱ3
ċȣƌƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡪ

B [Ī∗|3 = [ࠈ = B [Ī3|ࠈ = [ࠈ = B [Īࠈ]
B [Ī∗|3 = [ࠇ = B [Ī3|ࠇ = [ࠇ = B [Īࠇ]

ࠊࠈ



DˇŒȝɠȋƟࡩ ɻǞȴʞȋƌ x ǊƟʉ Œ ƌƟǊɫƟƟࡲ

üŒȅƟ ʉǞƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ʿǞƟɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ऩ ǊƟʉʉǩȣǊ Œ ƌƟǊɫƟƟࡱ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ
Ă ∼ ǈ(µ) ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ƁŒɠʉʞɫǩȣǊ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ Œŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣƌ ʉǞŒʉ
ƟŒɫȣǩȣǊɻ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣƌ ʿǩʉǞ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

Īࠇ = ǅࠇ (Ă) Œȣƌ Īࠈ = ǅࠈ (Ă)

üǞƟȣ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŷȴǩȋɻ ƌȴʿȣ ʉȴ
Ă ⊥⊥ 3

ʿǞǩƁǞ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ʞȣƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ʿǩʉǞ Œŷǩȋǩʉ ࡱ̍
æƟŒȋǩɻʉǩƁ ȴɫ ȣȴʉࡲ

īƟࢪȋȋ ǊƟʉ ŷŒƁȅ ȋŒʉƟɫ ȴȣ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ŷʞʉ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ǩʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ ŷƟ ȋƟɻɻ ɫƟŒɻȴȣŒŷȋƟ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝȴɫƟ ŒŷȋƟ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ
ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ǩɻ ɻƟȋƟƁʉƟƌ ǩȣʉȴ ǊƟʉʉǩȣǊ Œ ƌƟǊɫƟƟࡪ ɻȴ ʉǞŒʉ

3 = ࠈ {Ă ≥ ʗ} .

ࠋࠈ



DˇŒȝɠȋƟࡩ ɻǞȴʞȋƌ x ǊƟʉ Œ ƌƟǊɫƟƟࡲ

üŒȅƟ ʉǞƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ʿǞƟɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ऩ ǊƟʉʉǩȣǊ Œ ƌƟǊɫƟƟࡱ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ
Ă ∼ ǈ(µ) ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ƁŒɠʉʞɫǩȣǊ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ Œŷǩȋǩʉ ࡪ̍ Œȣƌ ʉǞŒʉ
ƟŒɫȣǩȣǊɻ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣƌ ʿǩʉǞ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

Īࠇ = ǅࠇ (Ă) Œȣƌ Īࠈ = ǅࠈ (Ă)

üǞƟȣ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŷȴǩȋɻ ƌȴʿȣ ʉȴ
Ă ⊥⊥ 3

ʿǞǩƁǞ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ʞȣƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ʿǩʉǞ Œŷǩȋǩʉ ࡱ̍
æƟŒȋǩɻʉǩƁ ȴɫ ȣȴʉࡲ īƟࢪȋȋ ǊƟʉ ŷŒƁȅ ȋŒʉƟɫ ȴȣ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ŷʞʉ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ǩʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ ŷƟ ȋƟɻɻ ɫƟŒɻȴȣŒŷȋƟ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ȝȴɫƟ ŒŷȋƟ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ
ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ǩɻ ɻƟȋƟƁʉƟƌ ǩȣʉȴ ǊƟʉʉǩȣǊ Œ ƌƟǊɫƟƟࡪ ɻȴ ʉǞŒʉ

3 = ࠈ {Ă ≥ ʗ} .

ࠋࠈ



� ɫƟȝŒɫȅ

üǞƟ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ Ǉȴɫ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

(Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ 3

ǩɻ ɻʉɫȴȣǊƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞƟ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ʉǞŒʉ ƟŒƁǞ ȴǇ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ƌƟ˨ȣǩȣǊ
Œ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡪ ǩࡱƟࡪࡱ

Īࠇ ⊥⊥ 3 Œȣƌ Īࠈ ⊥⊥ 3.

ࡦ xȣ ȝŒȣˈ ƁŒɻƟɻࡪ ʿƟ ɻǞŒȋȋ ȣƟƟƌ ȴȣȋˈ ʉǞƟ ʿƟŒȅƟɫ Ǉȴɫȝࡱ ðƟƟ oƟƁȅȝŒȣࡪ
xƁǞǩȝʞɫŒࡪ Œȣƌ üȴƌƌࡪ ࡱࢎࠏࠐࠐࠈࢍ

ࡦ ĢǛˁ ŒɥƝ Ȱɥࢅ ŒɥƝࢆ ʂǛƝ ʂʸȰ ƊǦǅǅƝɥƝȠʂࡱ

ࠌࠈ

http://jenni.uchicago.edu/papers/Heckman_Ichimura_etal_1998_ReStud_v65_n2.pdf
http://jenni.uchicago.edu/papers/Heckman_Ichimura_etal_1998_ReStud_v65_n2.pdf


5�cɻ Œࢍ ȝǩȣȴɫ ƌƟʉȴʞɫࢎ

5�cࡩ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ŒƁˈƁȋǩƁ ǊɫŒɠǞ
ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ǞŒʻƟ ʉǞɫƟƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ ĩࡪ Īࡪ Œȣƌ Ķࡱ üǞƟɻƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
Ɓȴʞȋƌ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ƁŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞࡱ

� � �

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ � ŷŒɻǩƁ 5�c

oƟɫƟࡪ ʿƟ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ Œɫɫȴʿɻ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉǩȣǊ ƁŒʞɻŒȋ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁǩƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ
ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ üǞƟɻƟ ȣƟƟƌȣࢪʉ ŷƟ ȋǩȣƟŒɫࡪ ȣȴɫ ǞŒʻƟ Œȣˈ ɻǩǊȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡱ

ࠍࠈ



ƌ࢙ɻƟɠŒɫŒʉǩȴȣ Œȣƌࢍ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࢎ

üŒȅǩȣǊ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ƟˇŒȝɠȋƟ Œɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ȝŒˈ ǞƟȋɠ ʉȴ ʻǩɻʞŒȋǩ˔Ɵ
ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡱ

� � �

oƟɫƟࡪ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŒŷȴʻƟ ȝŒȅƟɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ ƁȋŒǩȝ ʉǞŒʉ

Ķ ⊥⊥ ĩ|Ī

xȣ ʉǞƟ ßƟŒɫȋ ɠŒɫȋŒȣƁƟࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƌǩɫƟƁʉǩȴȣŒȋȋˈ࢙ɻƟɠŒɫŒʉƟ Ķ Ǉɫȴȝ ĩ ǊǩʻƟȣ Ī࢕ǩࡱƟࡪࡱ
ǩǇ ʿƟ ȅȣȴʿ Īࡪ ĩ ɠɫȴʻǩƌƟɻ ȣȴ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ Œ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ Œŷȴʞʉ
Ķࡱ ßʞʉ ŒȣȴʉǞƟɫ ʿŒ ࡪ̍ ĩ ǩȣƌǩɫƟƁʉȋˈ ƁŒʞɻƟɻ Ķࡪ ŷʞʉ ȴȣȋˈ ʉǞɫȴʞǊǞ Īࡱ

ࠎࠈ

https://en.wikipedia.org/wiki/Judea_Pearl


+ȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ

ðʞɠɠȴɻƟ ʿƟ ǞŒʻƟ ʉǞɫƟƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ ĩࡪ Īࡪ Œȣƌ Ă࢕ƟࡱǊࡪࡱ ɻƁǞȴȴȋǩȣǊࡪ
ƟŒɫȣǩȣǊɻࡪ Œȣƌ ࢎʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌࢍ ɻʉʞƌƟȣʉ Œŷǩȋǩʉ ࡱ̍ īǩʉǞ ƟŒɫȣǩȣǊɻ Œɻ ȴʞɫ
ȴʞʉƁȴȝƟ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡪ ʉǞƟɻƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ɓȴʞȋƌ ŷƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ǩȣ ʉǞƟ
ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ƁŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞࡱ

�
��

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ Ă Œɻ Œ ƁȴȣǇȴʞȣƌ

ࠏࠈ



�ȣȴʉǞƟɫ ƁȴȣǇȴʞȣƌ

#ʞʉ Ǟȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟ ƌǩǇǇƟɫ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɠɫǩȴɫࡲ

�

�

�

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ Ă Œɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ƁȴȣǇȴʞȣƌ

īǞŒʉ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ǊɫŒɠǞ ȝƟŒȣࡲ īǞŒʉ ŒɫƟ ǩʉɻ ǩȝɠȋǩƟƌ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻࡲ
ࠐࠈ



xȝɠȋǩƟƌ ƁŒʞɻŒȋࢍ Œȣƌ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁࢎ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻ

ࡦ xǇ ʿƟ ɫƟŒƌ ʉǞǩɻ ǊɫŒɠǞ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ǩʉɻ ǦȚɛȈǦƝƊ
ɛɥȰŶŒŶǦȈǦɵʂǦƀ ɥƝȈŒʂǦȰȠɵࡪ ʉǞƟɫƟ ȝŒˈ ŷƟ Œȣ
ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠ ŷƟʉʿƟƟȣ ĩ Œȣƌ Īࡪ ŷʞʉ
ʉǞǩɻ ǩɻ ȠȰʂ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣ ȣŒʉʞɫƟࡱ

ࡦ xȣ ȴʉǞƟɫ ʿȴɫƌɻࡪ ǩʉ ǩɻ ƁȴȣƁƟǩʻŒŷȋƟ ʉǞŒʉ
B [Ɓȴɫɫ(ĩ, Ī)] ≠ ࡪࠇ ȴɫ ʉǞƟɫƟ ƟˇǞǩŷǩʉɻ ɻȴȝƟ
ȴŷɻƟɫʻƟƌ ŒɻɻȴƁǩŒʉǩȴȣ ŷƟʉʿƟƟȣ ĩ Œȣƌ Īࡪ
ʿǞǩȋƟ ǩȣ ʉɫʞʉǞ ĩ ⊥⊥ Ī|Ăࡱ

�

�

�

ࠇࠉ



�ȴɫƟ ȴȣ ƁŒʞɻŒȋ ʻɻࡱ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ 5�cɻ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ Œ ɻŒȝɠȋƟ ƌŒʉŒɻƟʉ ʿǩʉǞ Ƞ ɫȴʿɻ Œȣƌ ࠉ Ɓȴȋʞȝȣɻࡪ ʿǩʉǞ Œ ʉˈɠǩƁŒȋ
ɫȴʿ (ŒǦ,ŶǦ) Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ʞȣǩʉ Ǧ ∈ ,ࠈ . . . ,Ƞࡱ ĳȴʞɫ ǊȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ȋƟŒɫȣ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ
ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ʗȠȰŶɵƝɥʴƝƊ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ
ʉǞƟɻƟ ƌŒʉŒࡱ +Œȋȋ ʉǞƟɻƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ � Œȣƌ ࡱ#
äʞƟɻʉǩȴȣࡩ Ǟȴʿ ȝŒȣˈ ƁŒʞɻŒȋ 5�cɻ Ɓȴʞȋƌ ʿƟ ʿɫǩʉƟ ƌȴʿȣ Ǉȴɫ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩǊȣȴɫǩȣǊࢍ ȴʉǞƟɫ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡲࢎ

ࠈࠉ



࡭ࠊ

ࡦ � #
ࡦ �→ #
ࡦ �← #

ࠉࠉ



īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǩʉǞ ȝȴɫƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡲ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ȣȴʿ ǞŒƌ ʂǛɥƝƝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ �,#, ࡱ* oȴʿ ȝŒȣˈ 5�cɻ Ɓȴʞȋƌ Ɵˇǩɻʉ
Ǉȴɫ ʉǞƟɻƟ ƌŒʉŒࡲ

`ȴɫ ʉǞȴɻƟ ʉǞǩȣȅǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟˇɠŒȣƌɻ ࡪࠈ−Ƞࠉ ǩʉ ƌȴƟɻȣࢪʉ࡬
xʉ ʉʞɫȣɻ ȴʞʉ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟȣ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠȴɻɻǩŷȋƟ 5�cɻ ʉȴ
ƌɫŒʿ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ɫƟƁʞɫɻǩȴȣࡩ

ǅ( ) =
Ƞ∑

Ȃ=ࠈ
ࠈ+Ȃ(ࠈ−) · Ƞ!

(Ƞ− Ȃ)!Ȃ! · (ࠈ−Ƞ)Ȃࠉ · ǅ(Ƞ− Ȃ)

ʿǩʉǞ ǅ(ࠇ) = ,ࠈ Œȣƌ ǅ(ࠈ) = ࡱࠈ üǞǩɻ ʿŒɻ ˨ɫɻʉ ƌƟȝȴȣɻʉɫŒʉƟƌ ǩȣ æȴŷǩȣɻȴȣ ࡱࢎࠎࠎࠐࠈࢍ

ࠊࠉ

https://link.springer.com/chapter/10.1007/BFb0069178


īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǩʉǞ ȝȴɫƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡲ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ȣȴʿ ǞŒƌ ʂǛɥƝƝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ �,#, ࡱ* oȴʿ ȝŒȣˈ 5�cɻ Ɓȴʞȋƌ Ɵˇǩɻʉ
Ǉȴɫ ʉǞƟɻƟ ƌŒʉŒࡲ
`ȴɫ ʉǞȴɻƟ ʉǞǩȣȅǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟˇɠŒȣƌɻ ࡪࠈ−Ƞࠉ ǩʉ ƌȴƟɻȣࢪʉ࡬

xʉ ʉʞɫȣɻ ȴʞʉ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟȣ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠȴɻɻǩŷȋƟ 5�cɻ ʉȴ
ƌɫŒʿ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ɫƟƁʞɫɻǩȴȣࡩ

ǅ( ) =
Ƞ∑

Ȃ=ࠈ
ࠈ+Ȃ(ࠈ−) · Ƞ!

(Ƞ− Ȃ)!Ȃ! · (ࠈ−Ƞ)Ȃࠉ · ǅ(Ƞ− Ȃ)

ʿǩʉǞ ǅ(ࠇ) = ,ࠈ Œȣƌ ǅ(ࠈ) = ࡱࠈ üǞǩɻ ʿŒɻ ˨ɫɻʉ ƌƟȝȴȣɻʉɫŒʉƟƌ ǩȣ æȴŷǩȣɻȴȣ ࡱࢎࠎࠎࠐࠈࢍ

ࠊࠉ

https://link.springer.com/chapter/10.1007/BFb0069178


īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʿǩʉǞ ȝȴɫƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡲ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ȣȴʿ ǞŒƌ ʂǛɥƝƝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ �,#, ࡱ* oȴʿ ȝŒȣˈ 5�cɻ Ɓȴʞȋƌ Ɵˇǩɻʉ
Ǉȴɫ ʉǞƟɻƟ ƌŒʉŒࡲ
`ȴɫ ʉǞȴɻƟ ʉǞǩȣȅǩȣǊ ʉǞǩɻ ƟˇɠŒȣƌɻ ࡪࠈ−Ƞࠉ ǩʉ ƌȴƟɻȣࢪʉ࡬
xʉ ʉʞɫȣɻ ȴʞʉ ʉǞŒʉ ǊǩʻƟȣ Ƞ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ ʉǞƟ ʉȴʉŒȋ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɠȴɻɻǩŷȋƟ 5�cɻ ʉȴ
ƌɫŒʿ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ɫƟƁʞɫɻǩȴȣࡩ

ǅ( ) =
Ƞ∑

Ȃ=ࠈ
ࠈ+Ȃ(ࠈ−) · Ƞ!

(Ƞ− Ȃ)!Ȃ! · (ࠈ−Ƞ)Ȃࠉ · ǅ(Ƞ− Ȃ)

ʿǩʉǞ ǅ(ࠇ) = ,ࠈ Œȣƌ ǅ(ࠈ) = ࡱࠈ üǞǩɻ ʿŒɻ ˨ɫɻʉ ƌƟȝȴȣɻʉɫŒʉƟƌ ǩȣ æȴŷǩȣɻȴȣ ࡱࢎࠎࠎࠐࠈࢍ

ࠊࠉ

https://link.springer.com/chapter/10.1007/BFb0069178


ßȴɻɻǩŷȋƟ 5�cɻ Ǉȴɫ ࠊ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡩ �,#, *

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋ �ȴɫŷ Œȣƌ £ǩƁǞȴȋɻȴȣࡪ #ŒˈƟɻǩŒȣ �ɫʉǩ˨ƁǩŒȋ xȣʉƟȋȋǩǊƟȣƁƟࡪ ȣƌࠉ Dƌǩʉǩȴȣࡪ ɠǊࡱ ࠌࠋࠉ ࠋࠉ

https://www.crcpress.com/Bayesian-Artificial-Intelligence-Second-Edition/Korb-Nicholson/p/book/9781439815915


`ɫȴȝ ɠɫȴŷŒŷŒȋǩɻʉǩƁ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʉȴ 5�cɻࡪ Œȣƌ ʻǩɻŒ ʻƟɫɻŒ

ðʞɠɠȴɻƟ Œȋȋ ˈȴʞ ȅȣƟʿ ʿŒɻ ĩ ⊥⊥ Ī|Ķࡱ īǞŒʉ 5�cࢍɻࢎ ɻŒʉǩɻǇˈ ʉǞƟɻƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻࡲ

ࡱࠈ ĩ→ Ī→ Ķ
ࡱࠉ ĩ← Ī← Ķ
ࡱࠊ ĩ← Ķ→ Ī

£ȴʉƟ ʉǞŒʉ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ ƌȴ ȣȴʉ ʞȣǩɧʞƟȋˈ ǩƌƟȣʉǩǇˈ 5�cɻࡪ ŷʞʉ 5�cɻ
ʿǩȋȋ ǩȝɠȋˈ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻࡱ

ࠌࠉ



`ɫȴȝ ɠɫȴŷŒŷŒȋǩɻʉǩƁ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʉȴ 5�cɻࡪ Œȣƌ ʻǩɻŒ ʻƟɫɻŒ

ðʞɠɠȴɻƟ Œȋȋ ˈȴʞ ȅȣƟʿ ʿŒɻ ĩ ⊥⊥ Ī|Ķࡱ īǞŒʉ 5�cࢍɻࢎ ɻŒʉǩɻǇˈ ʉǞƟɻƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩɻʉǩƁ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻࡲ

ࡱࠈ ĩ→ Ī→ Ķ
ࡱࠉ ĩ← Ī← Ķ
ࡱࠊ ĩ← Ķ→ Ī

£ȴʉƟ ʉǞŒʉ ɻʉȴƁǞŒɻʉǩƁ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ ƌȴ ȣȴʉ ʞȣǩɧʞƟȋˈ ǩƌƟȣʉǩǇˈ 5�cɻࡪ ŷʞʉ 5�cɻ
ʿǩȋȋ ǩȝɠȋˈ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻࡱ

ࠌࠉ



ĨŒȋʞƟ ȴǇ ǊɫŒɠǞǩƁŒȋ ȝȴƌƟȋɻࡲ

ðʉɫƟȣǊʉǞɻ

ࡦ `ȴɫ ɻǩȝɠȋƟ ɻʉȴɫǩƟɻࡪ 5�cɻ ƁŒȣ ŷƟ ǩȣʉʞǩʉǩʻƟ
ࡦ ċɻƟǇʞȋ Ǉȴɫ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩȣǊ ʿǞƟȣ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ƁŒȣ ŷƟ ˈȣȴȣ࢙ɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁŒȋȋࢧ
ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵƌࢨ

ࡦ �Œˈ ǞƟȋɠ ʿǩʉǞ ɻȝȴȴʉǞǩȣǊࢧ ȴǇ ƌŒʉŒࢨ ȝȴɫƟࢍ ȴȣ ʉǞǩɻ ȋŒʉƟɫࡪ ȴɫ ǩȣ oīࢎ

ðǞȴɫʉƁȴȝǩȣǊɻ

ࡦ �ǊȣȴɻʉǩƁ ʉȴ ǇʞȣƁʉǩȴȣŒȋ Ǉȴɫȝ
ࡦ oŒɫƌ ʉȴ Ǌȴ Ǉɫȴȝ ŒɫŷǩʉɫŒɫˈ ɻŒȝɠȋƟ ʉȴ ȋǩȅƟȋˈ 5�cɻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟࢧ
ȋƟŒɫȣǩȣǊࢨ ǩȣ #ŒˈƟɻǩŒȣ ȣƟʉʿȴɫȅɻࢎ

ࡦ � ǊǩʻƟȣ ǊɫŒɠǞ ǩɻ Œȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ʉǞƟɫƟǇȴɫƟ ʞȣʉƟɻʉŒŷȋƟ ʿǞǩƁǞࢍ ǩɻ
ʉɫʞƟ ȴǇ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ƌƟɻǩǊȣɻࢎ

ࠍࠉ



cȴǩȣǊ ʉȴ æࡩ Œ ɻǩȝɠȋƟ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ƟˇŒȝɠȋƟ

ã�êϙã���ϬΈ΀Έϭ
B и ΅΀΀΀ Ϙ BïÈ��ß Ð§ �ß�ûã
} и ßÉÐßÈϬBϭ Ϙ B �ß�ûã §ßÐÈ ãê�É��ß� ÉÐßÈ�Â
w и Ͼ΁ϙ΅ я ΀ϙ΅Ϗ} я ßÉÐßÈϬBϭ Ϙ w °ã §ïÉ�ê°ÐÉ Ð§ }
x и ΁ Ͼ ΀ϙΈϏ} я ßÉÐßÈϬBϭ Ϙ x °ã §ïÉ�ê°ÐÉ Ð§ }

�ÐßϬwϔxϭ Ϙ �Ðßß�Â�ê°ÐÉ ��êû��É w �É� x

ãïÈÈ�ßāϬÂÈϬx д wϭϭ Ϙ Â°É��ß ß�¨ßãã°ÐÉ Ð§ x ÐÉ w
ãïÈÈ�ßāϬÂÈϬx д }ϭϭ Ϙ Â°É��ß ß�¨ßãã°ÐÉ Ð§ x ÐÉ }
ãïÈÈ�ßāϬÂÈϬx д w я }ϭϭ Ϙ Â°É��ß ß�¨ßãã°ÐÉ Ð§ x ÐÉ w �É� }

ࠎࠉ



æƟɻǩƌʞŒȋǩ˔Ɵ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫ

wϡ и w Ͼ Üß��°�êϬÂÈϬw д }ϭϭ Ϙ w �§ê�ß ß�ã°�ï�Â°Ć°É¨ }
xϡ и x Ͼ Üß��°�êϬÂÈϬx д }ϭϭ Ϙ x �§ê�ß ß�ã°�ï�Â°Ć°É¨ }

Ü�ßϬÈ§ßÐûи�Ϭ΁ϔ΂ϭϭ Ϙ TÂÐêê°É¨ Ü�ß�È�ê�ßã
ÜÂÐêϬwϔxϭ Ϙ #°ßãê ÜÂÐê
��Â°É�ϬÂÈϬxдwϭϔ �ÐÂиЋ�Âï�Ћϭ Ϙ wϔx ãÂÐÜ� ûϙÐ �ÐÉêßÐÂÂ°É¨ §Ðß }
ÜÂÐêϬwϡϔxϡϭ Ϙ [��ÐÉ� ÜÂÐê
��Â°É�ϬÂÈϬxϡдwϡϭϔ �ÐÂиЋ�Âï�Ћϭ Ϙ wϔx ãÂÐÜ� �§ê�ß �ÐÉêßÐÂÂ°É¨ §Ðß }

ࠏࠉ



æƟɻʞȋʉɻ

ࡦ �ǇʉƟɫ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǉȴɫ
Ķࡪ ʉǞƟ ŒɠɠŒɫƟȣʉ
ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠ
ŷƟʉʿƟƟȣ ĩ Œȣƌ Ī
ǊȴƟɻ ŒʿŒ ࡱ̍

ࡦ £ȴʉƟࡩ ƀȰɥɥ(ĩ, Ī) =
ࠇ ≠⇒ ĩ ⊥⊥ Īࡪ ŷʞʉ
ĩ ⊥⊥ Ī =⇒
ƀȰɥɥ(ĩ, Ī) = ࠇ `ǩǊʞɫƟ ࡩࠌ æƟɻǩƌʞŒȋǩ˔ǩȣǊ Ĳ Œȣƌ ĳ Ǉɫȴȝ Ŀ

ࠐࠉ



æƟʉʞɫȣǩȣǊ ʉȴ £ƟˈȝŒȣ࢙æʞŷǩȣ

`ɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ƌƟ˨ȣƟƌ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ࢎ�üDࢍ Œɻ
�ʻƟɫŒǊƟ üɫƟŒʉȝƟȣʉ DǇǇƟƁʉ ࢎ�üDࢍ

�óB = B [δ] = B [Īࠈ]− B [Īࠇ]

īƟ ƁŒȣ Œȋɻȴ ƌƟ˨ȣƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ŒʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻࡱ īƟ
ʿǩȋȋ ŷƟǊǩȣ ʿǩʉǞ ʉʿȴ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ƁŒɻƟɻࡪ �üü Œȣƌ �ü+ࡱ
�ʻƟɫŒǊƟ üɫƟŒʉȝƟȣʉ DǇǇƟƁʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ üɫƟŒʉƟƌ ࢎ�üüࢍ

�óó = B [δ|3 = [ࠈ = B [Ī3|ࠈ = −[ࠈ B [Ī3|ࠇ = [ࠈ

�ʻƟɫŒǊƟ üɫƟŒʉȝƟȣʉ DǇǇƟƁʉ Ǉȴɫ ʉǞƟ +ȴȣʉɫȴȋɻ ࢎ+�üࢍ

�ó* = B [δ|3 = [ࠇ = B [Ī3|ࠈ = −[ࠇ B [Ī3|ࠇ = [ࠇ
ࠇࠊ



�üDࡪ �üüࡪ �ü+ࡪ Œȣƌ ʉǞƟ ࢨȣŒǩʻƟࢧ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ

�üDࡪ �üüࡪ Œȣƌ �ü+ ŒɫƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƁŒʞɻŒȋ ƟɻʉǩȝŒȣƌɻࡪ Œɻ ʉǞƟˈ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƁŒʞɻŒȋ ɧʞŒȣʉǩʉǩƟɻ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡱ īƟ ʿǩȋȋ ƌǩɻʉǩȣǊʞǩɻǞ ƟɻʉǩȝŒȣƌɻ
Ǉɫȴȝ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫɻࡱ
īƟ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ B [Ī3|ࠈ = [ࠈ Œȣƌ B [Ī3|ࠇ = [ࠇ ŒɫƟ ȝƟŒɻʞɫŒŷȋƟࡶ ǞȴʿƟʻƟɫࡪ
B [Ī3|ࠇ = [ࠈ Œȣƌ B [Ī3|ࠈ = [ࠇ ŒɫƟ ȣȴʉࡱ
´ȣƟ ƁŒȣ Ǉȴɫȝ Œ ȣŒǩʻƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ŷˈࡩ
£ŒǩʻƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ

δ �uğB = B [Ī3|ࠈ = −[ࠈ B [Ī3|ࠇ = [ࠇ = B [Ī∗|3 = −[ࠈ B [Ī∗|3 = [ࠇ .

£ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʞȣƌƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡪ Œ ʞȣǩʉࢪɻ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ŒɫƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ࢕ǩࡱƟࡪࡱ ĳ = (Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ ʿǞǩƁǞ࢕3
ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ δ �uğB = �óB = �óó = �ó*ࡱ

ࠈࠊ



#ǩŒɻ ȴǇ ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ

ࡦ üǞƟ ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡪ ǞȴʿƟʻƟɫࡪ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƁȴǩȣƁǩƌƟ ʿǩʉǞ �üDࡱ xȣƌƟƟƌࡪ
ȋƟʉʉǩȣǊ π = Pr (3 = ࡪ(ࠈ

�óB = B [δ] = πB [Ī3|ࠈ = [ࠈ + −ࠈ) π) B [Ī3|ࠈ = [ࠇ
− (πB [Ī3|ࠇ = [ࠈ + −ࠈ) π) B [Ī3|ࠇ = ([ࠇ

ʉǞʞɻ
�óB = B [Ī3|ࠈ = −[ࠈ B [Ī3|ࠇ = [ࠈ

− −ࠈ) π) {B [δ|3 = −[ࠈ B [δ|3 = {[ࠇ
= δ �uğB − (B [Ī3|ࠇ = −[ࠈ B [Ī3|ࠇ = ([ࠇ
− −ࠈ) π) {B [δ|3 = −[ࠈ B [δ|3 = {[ࠇ

ࡦ üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ �üD Œȣƌ δ �uğB ƁȴȝƟɻ Ǉɫȴȝ ʉʿȴ ʉƟɫȝɻࡩ
ࡦ B [Ī3|ࠇ = −[ࠈ B [Ī3|ࠇ = ࡪ[ࠇ ʿǞǩƁǞ ǩɻ Œ ŷŒɻƟȋǩȣƟ ŷǩŒɻࡱ
ࡦ −ࠈ) π) {B [δ|3 = −[ࠈ B [δ|3 = ࡪ{[ࠇ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ŷǩŒɻࡱ ࠉࠊ



£ŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ʻɻࡱ �üD

üǞʞɻࡪ ʉǞƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ �üD Œȣƌ δ �uğB ƁȴȝƟɻ Ǉɫȴȝ ʉʿȴ ʉƟɫȝɻࡩ

ࡦ B [Ī3|ࠇ = −[ࠈ B [Ī3|ࠇ = [ࠇ ʿǞǩƁǞ ǩɻ Œ ŷŒɻƟȋǩȣƟ ŷǩŒɻࡱ
ࡦ −ࠈ) π) {B [δ|3 = −[ࠈ B [δ|3 = {[ࠇ ʿǞǩƁǞ ǩɻ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ƟǇǇƟƁʉ ŷǩŒɻࡱ

æƟʻǩƟʿ �ī ȴɫ ǞƟɫƟ ǩǇ ˈȴʞ ȣƟƟƌ ȝȴɫƟ ƁȋŒɫǩʉˈ ȴȣ ʉǞǩɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩȴȣࡪ Œɻ ǩʉ ʿǩȋȋ
ŷƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʉȴ ˈȴʞɫ oīࡱ

ࠊࠊ

https://economics.mit.edu/files/32


üǞƟ ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩȣ ʉǞƟ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣ ƌƟƁǩɻǩȴȣ ƟˇŒȝɠȋƟ

æƟƁŒȋȋ ȴʞɫ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣ ƌƟƁǩɻǩȴȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡱ üǞƟ �üD ǩɻ

B [ǅࠈ (Ă)]− B [ǅࠇ (Ă)]

Œȣƌ ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ

δ �uğB = B [ǅࠈ (Ă) |3 = −[ࠈ B [ǅࠇ (Ă) |3 = [ࠇ

ࡦ ċȣƌƟɫ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ Ăࢍ ⊥⊥ ࡪࢎ3 ʉǞƟɻƟ ƁȴǩȣƁǩƌƟࡱ
ࡦ ċȣƌƟɫ ʉǞƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ȴǇ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴȣ Œŷǩȋǩʉˈ 3 = ࠈ {Ă ≥ ʗ}ࡪ ʿƟ ǊƟʉ
ʉǞŒʉ

δ �uğB = B [ǅࠈ (Ă) |Ă ≥ ʗ]− B [ǅࠇ (Ă) |Ă < ʗ] .

ࠋࠊ



üǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ

ࡦ īƟ ȣȴʿ ǩȣʉɫȴƌʞƁƟ Œ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ĩࡩ ˈȝŒࢍ ǩȣƁȋʞƌƟ ŒǊƟࡪ ǊƟȣƌƟɫࡪ
ǩȣƁȴȝƟࡪ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣࡱࢎ üǞƟ ɛɥȰɛƝȠɵǦʂˁ ɵƀȰɥƝ ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ ŒǇʉƟɫࢍ
æȴɻƟȣŷŒʞȝ Œȣƌ æʞŷǩȣࡪ ࢎࠊࠏࠐࠈ Œɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ǩȣ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ʉǞƟ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡪ ʉǞŒʉ ǩɻ

Ɲ (ˀ) = Pr (3Ǧ = ĩǦ|ࠈ = ˀ) = B [3Ǧ|ĩǦ = ĩ] .
ࡦ `ȴɫ ǩȣɻʉŒȣƁƟࡪ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œȣ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ࢨǊƟȣƌƟɫࢧ
ʿǞǩƁǞ ŒǇǇƟƁʉɻ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ࡪ3 ǩࡱƟࡪࡱ

Pr (3 = (ƝȚŒȈƝ^|ࠈ = ࠎ.ࠇ
Pr (3 = (�ŒȈƝ|ࠈ = ,ࠌ.ࠇ

ʿǞǩƁǞ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ʿȴȝƟȣ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ŷƟ ʉɫƟŒʉƟƌ ʉǞŒȣ ȝƟȣࡱ
üǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ǩɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻ ȅȣȴʿȣ ʉȴ ʉǞƟ ɫƟɻƟŒɫƁǞƟɫࡪ
ɻȴȝƟʉǩȝƟɻ ȣȴʉࡱ

ࡦ xʉ ǩɻ ȴǇʉƟȣ ŒɻɻʞȝƟƌ ʉǞŒʉ Ɲ (ˀ) ∈ ,ࠇ) (ࠈ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ࢨȴʻƟɫȋŒɠࢧࢍ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱࢎ ࠌࠊ



ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ

xȣ ɻȴȝƟ ɻƟʉʉǩȣǊɻࡪ ǩʉ ǩɻ ɠȋŒʞɻǩŷȋƟ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ʉǞƟ ʻƟƁʉȴɫ
ȴǇ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ĩࡪ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴȣ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡪ
ʉǞŒʉ ǩɻ

(Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ 3 | ĩ.

üǞǩɻ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ ŒǇʉƟɫ æʞŷǩȣ ࡱࢎࠇࠐࠐࠈࢍ ࡱŒࡱȅࡱ�
ǩǊȣȴɫŒŷǩȋǩʉˈࡪ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴȣ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟɻࡪ ƌŒʉŒ ȝǩɻɻǩȣǊ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࡱ
üǞǩɻ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ǩɻ ȴǇʉƟȣ ȝȴɫƟ ɠȋŒʞɻǩŷȋƟ ʉǞŒȣ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡶ Œȣƌ
ǩʉ ǞŒɻ ɠɫƟʉʉˈ ȝʞƁǞ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ƟǇǇƟƁʉࡩ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ȴȣ ƟŒƁǞ Ǌɫȴʞɠ ˀࡪ ʞɻƟ ʉǞƟ
Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ɫƟ࢙ǩȣʉƟǊɫŒʉƟ ȴʻƟɫ ˀࡱ

ࠍࠊ



�ȣ ǩȝȝƟƌǩŒʉƟ ƟˇŒȝɠȋƟ

cȴǩȣǊ ŷŒƁȅ ʉȴ ȴʞɫ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣ ƌƟƁǩɻǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉऩǊƟʉʉǩȣǊ Œ ƌƟǊɫƟƟࡱ
�ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ĩ ∼ ǈ(µ) ǩɻ ȣȴʿ Œȣ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȝƟŒɻʞɫǩȣǊ Œŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ɻŒˈ
xäࡪ Œȣƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟŒɫȣǩȣǊɻ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣƌ ʿǩʉǞ
ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟ

Īࠇ = ǅࠇ (ĩ) Œȣƌ Īࠈ = ǅࠈ (ĩ) .

üǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǊƟʉʉǩȣǊࢍ Œ ƌƟǊɫƟƟࢎ ǩɻ ࡪ3 Œȣƌ ǩʉ ǩɻ ŒɻɻʞȝƟƌ ʉǞŒʉ Ɲ(ĩ) ∈ ,ࠇ) (ࠈ
ࡱࢎȴʻƟɫȋŒɠࢍ #ƟƁŒʞɻƟ (Īࠇ, Īࠈ) ǩɻ Œ ƌƟʉƟɫȝǩȣǩɻʉǩƁ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ ࡪ3

(Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ 3 | ĩ

ǩࡱƟࡪࡱ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ Ǟȴȋƌɻࡱ
ࠎࠊ



� ȝȴɫƟ ɫƟŒȋǩɻʉǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟ

�Ɵʉࢪɻ Ǌȴ ŷŒƁȅ ʉȴ ȴʞɫ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣ ƌƟƁǩɻǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉऩǊƟʉʉǩȣǊ Œ
ƌƟǊɫƟƟࡱ �ŒǩȣʉŒǩȣ ʉǞŒʉ ĩ ∼ ǈ(µ) ǩɻ Œȣ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȝƟŒɻʞɫǩȣǊ Œŷǩȋǩʉ ࡪ̍
ɻŒˈ xäࡪ Œȣƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟŒɫȣǩȣǊɻ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣƌ
ʿǩʉǞ ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟ ŒɫƟ Īࠇ = ǅࠇ (ĩ) + εࠇ Œȣƌ Īࠈ = ǅࠈ (ĩ) + εࠈ Œȣƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ȴǇ
ƟǇǇȴɫʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ȴŷʉŒǩȣǩȣǊ ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟ ǩɻ ƀ (ĩ) + ηࡱ xʉ ǩɻ ŒɻɻʞȝƟƌ ʉǞŒʉ
εࡪ ηࡪ Œȣƌ ĩ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

üǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǩǇ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ŷƟȣƟ˨ʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ƟˇƁƟƟƌɻ ʉǞƟ Ɓȴɻʉࡪ ʉǞŒʉ ǩɻ

3 = ࠈ {ǅࠈ (ĩ)− ǅࠇ (ĩ) ≥ * (ĩ) + η}

Œȣƌ ǞƟȣƁƟࡪ ǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋࡪ ǩʉ ǩɻ ƁȋƟŒɫ ʉǞŒʉ
(Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ 3 | ĩ,

ǩࡱƟࡪࡱ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ Ǟȴȋƌɻࡱ

ࠏࠊ



� ȝȴɫƟ ɫƟŒȋǩɻʉǩƁ ƟˇŒȝɠȋƟ

�Ɵʉࢪɻ Ǌȴ ŷŒƁȅ ʉȴ ȴʞɫ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣ ƌƟƁǩɻǩȴȣ ʿǞƟɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉऩǊƟʉʉǩȣǊ Œ
ƌƟǊɫƟƟࡱ �ŒǩȣʉŒǩȣ ʉǞŒʉ ĩ ∼ ǈ(µ) ǩɻ Œȣ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȝƟŒɻʞɫǩȣǊ Œŷǩȋǩʉ ࡪ̍
ɻŒˈ xäࡪ Œȣƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ƟŒɫȣǩȣǊɻ ʿǩʉǞȴʞʉ Œȣƌ
ʿǩʉǞ ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟ ŒɫƟ Īࠇ = ǅࠇ (ĩ) + εࠇ Œȣƌ Īࠈ = ǅࠈ (ĩ) + εࠈ Œȣƌ ʉǞŒʉ ʉǞƟ Ɓȴɻʉ ȴǇ
ƟǇǇȴɫʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ȴŷʉŒǩȣǩȣǊ ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟ ǩɻ ƀ (ĩ) + ηࡱ xʉ ǩɻ ŒɻɻʞȝƟƌ ʉǞŒʉ
εࡪ ηࡪ Œȣƌ ĩ ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ
üǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ǩǇ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ŷƟȣƟ˨ʉ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟ
ƌƟǊɫƟƟ ƟˇƁƟƟƌɻ ʉǞƟ Ɓȴɻʉࡪ ʉǞŒʉ ǩɻ

3 = ࠈ {ǅࠈ (ĩ)− ǅࠇ (ĩ) ≥ * (ĩ) + η}

Œȣƌ ǞƟȣƁƟࡪ ǩȣ ʉǞǩɻ ȝȴƌƟȋࡪ ǩʉ ǩɻ ƁȋƟŒɫ ʉǞŒʉ
(Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ 3 | ĩ,

ǩࡱƟࡪࡱ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ Ǟȴȋƌɻࡱ
ࠏࠊ



ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ Œȣƌ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ

ࡦ ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ
πĪ3|ĩ (ˁ,Ɗ|ˀ) = πĪ|ĩ (ˁ|ˀ) π3|ĩ (Ɗ|ˀ) ,

ʿǞƟɫƟ Ī = (Īࠇ, Īࡱ(ࠈ
ࡦ �ɻ Œ ɫƟɻʞȋʉࡪ

πĩĪ3 (ˀ, ˁ,Ɗ) = πĩĪ (ˀ, ˁ) π3|ĩ (Ɗ|ˀ) .

ࡦ #ʞʉ π3|ĩ (Ɗ|ˀ) = Ɲ (ˀ) ǩǇ Ɗ = ࡪࠈ Œȣƌ π (Ɗ|ˀ) = −ࠈ Ɲ (ˀ) ǩǇ Ɗ = ࡪࠇ ʉǞʞɻ
π3|ĩ (Ɗ|ˀ) = −ࠈ Ɲ (ˀ) + Ɗ Ɲࠉ) (ˀ)− (ࠈ ,

ɻȴ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ π3|ĩ (Ɗ|ˀ) ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ Ɲ (ˀ) Œȣƌ Ɗ ȴȣȋ ࡱ̍
ࡦ ċȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ

πĩĪ3 (ˀ, ˁ,Ɗ) = πĩĪ (ˀ, ˁ) −ࠈ) Ɲ (ˀ) + Ɗ Ɲࠉ) (ˀ)− ((ࠈ .

ࠐࠊ



ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ Œȣƌ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ࢎࠉࢍ

ࡦ ċȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ
(Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ 3 | Ɲ (ĩ) ,

ǩࡱƟࡪࡱ ǩȣɻʉƟŒƌ ȴȣ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ ĩ ʿǞǩƁǞࢍ ȝŒˈ ŷƟ ȋŒɫǊƟ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋࡪࢎ
ǩʉ ǩɻ ƟȣȴʞǊǞ ʉȴ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ȴȣ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟࡱ üǞǩɻ ƟˇɠȋŒǩȣ ʉǞƟ
ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ǩȝɠȴɫʉŒȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒʉʉƟɫࡱ

ࡦ xȣƌƟƟƌࡪ ʞȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ πĪ3|ĩ (ˁ,Ɗ|ˀ) = πĪ|ĩ (ˁ|ˀ) π3|ĩ (Ɗ|ˀ)ࡪ
ŷʞʉ ɫƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ π3|ĩ (Ɗ|ˀ) = ǅ (Ɲ (ˀ) ,Ɗ) ǩɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ Ɲ (ˀ) Œȣƌ ȴǇ Ɗ ǩȣࢍ
ǇŒƁʉࡪ π3|ĩ (Ɗ|ˀ) = −ࠈ Ɲ (ˀ) + Ɗ Ɲࠉ) (ˀ)− ࡱࢎ(ࠈ oƟȣƁƟ

πĪ3|Ɲ (ˁ,Ɗ|Ɲ (ĩ) = Ɲ) =
∑
ˀ′:Ɲ(ˀ′)=Ɲ πĩĪ3 (ˀ′, ˁ,Ɗ)
# {ˀ′ : Ɲ (ˀ′) = Ɲ} =

∑
ˀ′:Ɲ(ˀ′)=Ɲ πĩĪ (ˀ′, ˁ) π3|ĩ (Ɗ|ˀ′)

# {ˀ′ : Ɲ (ˀ′) = Ɲ}

= ǅ (Ɲ,Ɗ)
∑
ˀ′:Ɲ(ˀ′)=Ɲ πĩĪ (ˀ′, ˁ)

# {ˀ′ : Ɲ (ˀ′) = Ɲ}
= ǅ (Ɲ,Ɗ) πĪ|Ɲ (ˁ|Ɲ (ˀ) = Ɲ) ,ÝB3. ࠇࠋ



�üD ʞȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ ࢎࠈࢍ

ࡦ ċȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ

B [Ī∗|3 = ,ࠈ ĩ] = B [Īࠈ|ĩ]
B [Ī∗|3 = ,ࠇ ĩ] = B [Īࠇ|ĩ]

ࡦ xȣƌƟƟƌࡪ ǅĩĪ3 (ˀ, ˁ,Ɗ) = ǅĩ (ˀ) ǅĪ|ĩ (ˁ|ˀ) ǅ3|ĩ (Ɗ|ˀ)ࡪ ʉǞʞɻ
B [Ī|3 = ,ࠈ ĩ] = B [Ī3|ࠈ = ,ࠈ ĩ] = B [Īࠈ|ĩ]ࡪ Œȣƌ ɻǩȝǩȋŒɫȋˈ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ
ƟɧʞŒȋǩʉ ࡱ̍

ࡦ �ɻ Œ ɫƟɻʞȋʉࡪ ʉǞƟ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ �üD ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ

�óB (ˀ) = B [Īࠈ|ĩ]− B [Īࠇ|ĩ] = B [Ī|3 = ,ࠈ ĩ]− B [Ī|3 = ,ࠇ ĩ] .

ࡦ üǞƟ �üD ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ

�óB = B [�óB [ĩ]] .
ࠈࠋ



�üD ʞȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ ࢎࠉࢍ

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʞȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ʿƟ ƌȴ ȣȴʉ ǞŒʻƟ
�óB = B [Ī∗|3 = −[ࠈ B [Ī∗|3 = ࡭࡭࡭[ࠇ

ࡦ xȣƌƟƟƌࡪ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȴȣȋˈ ʉʿȴ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ˀࡩ ࠇ Œȣƌ ࡱࠈ üǞƟȣ

�óB (ࠇ) = E [Ī∗ࠈ {ĩ = 3,ࠇ = [{ࠈ
Pr (ĩ = 3,ࠇ = (ࠈ − E [Ī∗ࠈ {ĩ = 3,ࠇ = [{ࠇ

Pr (ĩ = 3,ࠇ = (ࠇ

�óB (ࠈ) = E [Ī∗ࠈ {ĩ = 3,ࠈ = [{ࠈ
Pr (ĩ = 3,ࠈ = (ࠈ − E [Ī∗ࠈ {ĩ = 3,ࠈ = [{ࠇ

Pr (ĩ = 3,ࠈ = (ࠇ
Œȣƌ

�óB = Pr (ĩ = �óB(ࠇ (ࠇ) + Pr (ĩ = �óB(ࠈ (ࠈ)
ࡦ #ȴʉǞ ɧʞŒȣʉǩʉǩƟɻ ʿǩȋȋ ƁȴǩȣƁǩƌƟ ǩǇ 3 ⊥⊥ ĩࡱ #ʞʉ ȴȣƟ ƁŒȣ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ
ǩȝɠȋǩƟɻ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ǩࡱƟࡱ (Īࠇ, Īࠈ) ⊥⊥ ࡱ3 üǞǩɻࢍ ʿǩȋȋ ŷƟ ȋƟǇʉ Œɻ
Œȣ ƟˇƟɫƁǩɻƟࡱࢎ

ࠉࠋ



ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡩ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ƁŒɻƟ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞǩɻ ǩȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ
Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡲ

ࡦ xǇ ĩ ǩɻ ƌǩɻƁɫƟʉƟ Œȣƌ ƁŒȣ ʉŒȅƟ Œ ˨ȣǩʉƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʻŒȋʞƟɻ ˀࠈ, ..., ˀࡪ�
ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ǩɻ ȋŒɫǊƟ ƟȣȴʞǊǞࡪ Œ ȣŒʉʞɫŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ȴǇ �óB (ˀ) ǩɻ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ

�̂óB
(
ˀȂ

)
=

ࠈ
{#Ǧ : ˀǦ = ˀȂ,Ɗ = {ࠈ

∑

Ǧ:ˀǦ=ˀȂ,Ɗ=ࠈ
ˁǦ

− ࠈ
{#Ǧ : ˀǦ = ˀȂ,Ɗ = {ࠇ

∑

Ǧ:ˀǦ=ˀȂ,Ɗ=ࠇ
ˁǦ

Œȣƌ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ

�̂óB =
�∑

Ȃ=ࠈ

{
#Ǧ : ˀǦ = ˀȂ

}

{#Ǧ} �̂óB
(
ˀȂ

)

ࡦ xǇ ĩ ǩɻ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻࡪ ɻʞƁǞ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ȣȴ ȋȴȣǊƟɫ ʿȴɫȅɻࡱ ࠊࠋ



ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡩ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ ƁŒɻƟ

ࡦ īǞƟȣ ĩ ǩɻ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻࡪ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ǊƟʉɻ ȝȴɫƟ ƁȴȝɠȋǩƁŒʉƟƌ Œȣƌ ʿƟ
ʿǩȋȋ ɫƟʉʞɫȣ ʉȴ ǩʉ ȋŒʉƟɫࡱ

ࡦ ´ȣƟ ɠȴɻɻǩŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ʉȴ ǞŒʻƟ Œ ɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ȝȴƌƟȋ ࡱǊࡱƟࢍ ȋǩȣƟŒɫࢎ ʉȴ
ƟɻʉǩȝŒʉƟ B [Ī∗|ĩ,3 = [ࠇ Œȣƌ B [Ī∗|ĩ,3 = ࡱ[ࠈ

ࡦ oŒǞȣ ࢎࠏࠐࠐࠈࢍ ǞŒɻ ɻǞȴʿȣ ʉǞŒʉ Ǉȴɫ Œȣˈ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ �̂óB ȴǇ �óBࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ

ʴŒɥ
(
�̂óB− �óB

)
≥ ࠈ
ȠB

[
ğࠈ (ĩ)
Ɲ (ĩ) +

ğࠇ (ĩ)
−ࠈ Ɲ (ĩ) + (�óB (ĩ)− �óB)ࠉ

]

ʿǞƟɫƟ ğƊ (ĩ) = ʴŒɥ
(
ĪƊ|ĩ

)
ࡪ Œȣƌ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ

ŒʉʉŒǩȣƟƌ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ Ƞ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡱ

ࠋࠋ



ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡩ Œ ˨ɫɻʉ ȋǩȣƟŒɫ ȝȴƌƟȋ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ⎧
⎨

⎩
Īࠇ = αࠇ + β′

+ĩࠇ εࠇ
Īࠈ = αࠈ + β′

+ĩࠈ εࠈ

ʿǞƟɫƟ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌȣƟɻɻ Ǟȴȋƌɻࡩ (εࠇ, εࠈ) ⊥⊥ 3 | ĩࡱ
ࡦ üǞƟȣ

�óB (ˀ) = αࠈ − αࠇ + (βࠈ − βࠇ)
′ ˀ,

Œȣƌ ʉǞƟɫƟǇȴɫƟ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ

�óB = αࠈ − αࠇ + (βࠈ − βࠇ)
′ B [ĩ] .

ࡦ £ŒǩʻƟ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡶ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ȋŒʉƟɫࡱ

ࠌࠋ



Œƌ#ࢧ Ɓȴȣʉɫȴȋɻࢨ ȋƟŒƌ ʉȴ ŷǩŒɻ

üʿȴ ǩȣǇŒȝȴʞɻ ƁŒɻƟɻࡩ

ࡱࠈ +ȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ Œ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʉǞŒʉ ǩɻ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ࡱࠉ ´ȝǩʉʉƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ʿǩʉǞ Ɵɫɫȴɫ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ

īƟ ʿǩȋȋ ǇȴɫȝŒȋǩ˔Ɵ ʉǞƟɻƟ ǩȣʉʞǩʉǩȴȣɻ ȣƟˇʉ ʿƟƟȅࡪ Œɻ ʿƟ ŷƟǊǩȣ ʉǞǩȣȅǩȣǊ Œŷȴʞʉ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻࡱ

ࠌࠉ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
æ+üɻࡪ �# ʉƟɻʉǩȣǊࡪ Œȣƌ ŷʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ࢎࠈࢍ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠍࠇ࢙ࠉࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



`ǩƟȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡩ ȝƟʉǞȴƌɻ Œȣƌ ǩɻɻʞƟɻ

+ȴɫƟ ʉŒȅƟŒʿŒˈɻ ʉȴƌŒˈࡩ

ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ ʻǩŒ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ
ࡦ ´ʻƟɫʻǩƟʿ ȴǇ ɻƟȝǩȣŒȋ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ
ࡦ #ƟǊǩȣ ʉȴ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡷʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈࡷǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ʉƟɻʉǩȣǊ

ࠊ



æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ

ࡦ ´ȣƟ ʿŒˈ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ �üD ʞȣƌƟɫ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩɻ ŷˈ
ɫʞȣȣǩȣǊ Œ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

Ī∗
Ǧ = α + β3Ǧ + εǦ

Œȣƌ ȣȴʉƟ ʉǞŒʉ ǩǇ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝࡪ ʉǞƟȣ 3Ǧ Œȣƌ εǦ ŒɫƟ
ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡪ ɻȴ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ƁŒȣ ŷƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ ȋǩȣƟŒɫ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ Œɻ β̂®�èࡱ

ࠋ



ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ

ࡦ ċȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ŒɻɻʞȝƟ
⎧
⎨

⎩
Īࠇ = αࠇ + β′

+ĩࠇ εࠇ
Īࠈ = αࠈ + β′

+ĩࠈ εࠈ

ʿǞƟɫƟ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌȣƟɻɻ Ǟȴȋƌɻࡩ (εࠇ, εࠈ) ⊥⊥ 3 | ĩࡱ
ࡦ üǞƟȣࡪ ɫƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ

�óB (ˀ) = αࠈ − αࠇ + (βࠈ − βࠇ)
′ ˀ,

Œȣƌ ʉǞƟɫƟǇȴɫƟ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ

�óB = αࠈ − αࠇ + (βࠈ − βࠇ)
′ B [ĩ] .

ࠌ



`ǩƟȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ `ǩƟȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ʻɻ ȋŒŷ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡲ

ࡦ �ƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ oŒɫɫǩɻȴȣ Œȣƌ �ǩɻʉ ࡪࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ɻǩˇ ǇŒƁʉȴɫ ŒɫƟ
ƌƟʉƟɫȝǩȣŒȣʉ ǩȣ Œ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡩ
ࡦ üǞƟ ɠȴȴȋ ȴǇ ɻʞŷǽƟƁʉɻ
ࡦ üǞƟ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ŷɫȴʞǊǞʉ ʉȴ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ
ࡦ üǞƟ ǩȣƁƟȣʉǩʻƟ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ʿǞŒʉࢍ Ɓȴȝȝȴƌǩʉˈ ǩɻ ʞɻƟƌ ʉȴ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟ
ɠŒɫʉǩƁǩɠŒʉǩȴȣࡱࢎ ßŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ ɠŒǩƌ ʉȴ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒʉƟࡲ ࡪࡱǊࡱƟࢍ +ǞŒɻɻŒȣǊ Ɵʉ Œȋࢎࡱ

ࡦ üǞƟ ʉŒɻȅ ŒɻȅƟƌ Ǉɫȴȝ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ
ࡦ üǞƟ ɻʉŒȅƟɻ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ ǞŒʻƟ ǩȣ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ
ࡦ üǞƟ ƟȣʻǩɫȴȣȝƟȣʉ

ࠍ

https://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=1729274


`ǩƟȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ `ǩƟȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ʻɻ ȋŒŷ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡲ
ࡦ �ƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ oŒɫɫǩɻȴȣ Œȣƌ �ǩɻʉ ࡪࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ɻǩˇ ǇŒƁʉȴɫ ŒɫƟ
ƌƟʉƟɫȝǩȣŒȣʉ ǩȣ Œ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡩ
ࡦ üǞƟ ɠȴȴȋ ȴǇ ɻʞŷǽƟƁʉɻ
ࡦ üǞƟ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ŷɫȴʞǊǞʉ ʉȴ ʉǞƟ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ
ࡦ üǞƟ ǩȣƁƟȣʉǩʻƟ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ʿǞŒʉࢍ Ɓȴȝȝȴƌǩʉˈ ǩɻ ʞɻƟƌ ʉȴ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟ
ɠŒɫʉǩƁǩɠŒʉǩȴȣࡱࢎ ßŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ ɠŒǩƌ ʉȴ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒʉƟࡲ ࡪࡱǊࡱƟࢍ +ǞŒɻɻŒȣǊ Ɵʉ Œȋࢎࡱ

ࡦ üǞƟ ʉŒɻȅ ŒɻȅƟƌ Ǉɫȴȝ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ
ࡦ üǞƟ ɻʉŒȅƟɻ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ ǞŒʻƟ ǩȣ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ
ࡦ üǞƟ ƟȣʻǩɫȴȣȝƟȣʉ

ࠍ

https://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=1729274


�ƟʉǞȴƌɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ ĨŒɫǩȴʞɻ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ Ɵˇǩɻʉࡪ ƁǇࡱ 5ʞ˩ȴࡪ cȋƟȣȣƟɫɻʉƟɫ Œȣƌ
�ɫƟȝƟɫ ࡱࢎࠏࠇࠇࠉࢍ
ࡦ ®ʴƝɥɵʗŶɵƀɥǦɛʂǦȰȠࡱ �ǩȝǩʉƟƌ ŷʞƌǊƟʉࡩ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠ ǩɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟƌ ŷˈ ŒʻŒǩȋŒŷȋƟ ŷʞƌǊƟʉࡱ

ࡦ ßŒȠƊȰȚǦˍƝƊ ɛǛŒɵƝࢗǦȠࡱ cɫŒƌʞŒȋ ɠǞŒɻƟ࢙ǩȣ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴǊɫŒȝ ŒƁɫȴɻɻ ƟȋǩǊǩŷȋƟ
ŒɫƟŒɻࡱ +ȴȣʉɫȴȋ Ǌɫȴʞɠ ǩɻ ȝŒƌƟ ȴǇ ʉǞƟ ŒɫƟŒɻ ʿŒǩʉǩȣǊ ʉȴ ɫƟƁƟǩʻƟ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ

ࡦ ĢǦʂǛǦȠࢗǈɥȰʗɛ ɥŒȠƊȰȚǦˍŒʂǦȰȠࡱ ðȴȝƟ ɻʞŷǊɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ǩȣ ƟŒƁǞ
ʉŒɫǊƟʉƟƌ ŒɫƟŒࡪ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ɻɠŒʉǩŒȋ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉǩƟɻࡱ cɫƟŒʉƟɫ ɫǩɻȅ ȴǇ Œ
ɻɠǩȋȋȴʻƟɫ ɠɫȴŷȋƟȝࡱ

ࡦ BȠƀȰʗɥŒǈƝȚƝȠʂ ƊƝɵǦǈȠࡱ xȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝǩ˔ǩȣǊ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡪ
ŒȣȣȴʞȣƁƟȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴǊɫŒȝࡪ ȴɫ ǩȣƁƟȣʉǩʻƟ ʉȴ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒʉƟ ʉȴ ʉǞƟ
ɠɫȴǊɫŒȝࡪ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌࡱ

ࠎ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ DʉǞǩƁŒȋ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ǩɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡩ ǩʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ƟʉǞǩƁŒȋȋˈ ȴɫ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋȋˈ ŒƁƁƟɠʉŒŷȋƟ ʉȴ ɠʞɫɠȴɻƟȋˈ ƟˇƁȋʞƌƟ Œ Ǌɫȴʞɠ Ǉɫȴȝ
Œ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ ðǞȴʞȋƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ȴɫ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉȴ
ʉǞȴɻƟ ʿǞȴ ȣƟƟƌ ǩʉ ȝȴɻʉࡲ

ࡦ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻɻࡱ DˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ʉŒɫǊƟʉƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ɻȴ ʉǞŒʉ ƁȴȣƁȋʞɻǩȴȣɻ ȴǇ Œ ɻȝŒȋȋ࢙ɻƁŒȋƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ȴȣ Œ ȋŒɫǊƟɫ ɻƁŒȋƟࡱ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ɠɫȴɠƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡶ
ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǇŒƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ xȝɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ɻȴȝƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǞȴ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝŒˈ ȣȴʉ Ɓȴȝɠȋ ࡱ̍ ðȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ Ɓȴȣʉɫȴȋ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ȝŒˈ ǊƟʉ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ � ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ɫƟƌƟ˨ȣƟ ࢨʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢧ Œɻ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢧ ȴǇ
ŷƟǩȣǊ ƟˇɠȴɻƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢨ ࢖ ࡱࢨǩȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉࢧ

ࠏ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ DʉǞǩƁŒȋ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ǩɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ǩʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ƟʉǞǩƁŒȋȋˈ ȴɫ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋȋˈ ŒƁƁƟɠʉŒŷȋƟ ʉȴ ɠʞɫɠȴɻƟȋˈ ƟˇƁȋʞƌƟ Œ Ǌɫȴʞɠ Ǉɫȴȝ
Œ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ ðǞȴʞȋƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ȴɫ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉȴ
ʉǞȴɻƟ ʿǞȴ ȣƟƟƌ ǩʉ ȝȴɻʉࡲ

ࡦ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻɻࡱ DˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ʉŒɫǊƟʉƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ɻȴ ʉǞŒʉ ƁȴȣƁȋʞɻǩȴȣɻ ȴǇ Œ ɻȝŒȋȋ࢙ɻƁŒȋƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ȴȣ Œ ȋŒɫǊƟɫ ɻƁŒȋƟࡱ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ɠɫȴɠƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡶ
ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǇŒƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ xȝɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ɻȴȝƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǞȴ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝŒˈ ȣȴʉ Ɓȴȝɠȋ ࡱ̍ ðȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ Ɓȴȣʉɫȴȋ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ȝŒˈ ǊƟʉ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ � ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ɫƟƌƟ˨ȣƟ ࢨʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢧ Œɻ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢧ ȴǇ
ŷƟǩȣǊ ƟˇɠȴɻƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢨ ࢖ ࡱࢨǩȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉࢧ

ࠏ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ DʉǞǩƁŒȋ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ǩɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ǩʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ƟʉǞǩƁŒȋȋˈ ȴɫ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋȋˈ ŒƁƁƟɠʉŒŷȋƟ ʉȴ ɠʞɫɠȴɻƟȋˈ ƟˇƁȋʞƌƟ Œ Ǌɫȴʞɠ Ǉɫȴȝ
Œ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ ðǞȴʞȋƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ȴɫ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉȴ
ʉǞȴɻƟ ʿǞȴ ȣƟƟƌ ǩʉ ȝȴɻʉࡲ

ࡦ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻɻࡱ DˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈ

ࡩ ʉŒɫǊƟʉƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ɻȴ ʉǞŒʉ ƁȴȣƁȋʞɻǩȴȣɻ ȴǇ Œ ɻȝŒȋȋ࢙ɻƁŒȋƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ȴȣ Œ ȋŒɫǊƟɫ ɻƁŒȋƟࡱ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ɠɫȴɠƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡶ
ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǇŒƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ xȝɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ɻȴȝƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǞȴ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝŒˈ ȣȴʉ Ɓȴȝɠȋ ࡱ̍ ðȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ Ɓȴȣʉɫȴȋ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ȝŒˈ ǊƟʉ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ � ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ɫƟƌƟ˨ȣƟ ࢨʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢧ Œɻ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢧ ȴǇ
ŷƟǩȣǊ ƟˇɠȴɻƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢨ ࢖ ࡱࢨǩȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉࢧ

ࠏ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ DʉǞǩƁŒȋ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ǩɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ǩʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ƟʉǞǩƁŒȋȋˈ ȴɫ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋȋˈ ŒƁƁƟɠʉŒŷȋƟ ʉȴ ɠʞɫɠȴɻƟȋˈ ƟˇƁȋʞƌƟ Œ Ǌɫȴʞɠ Ǉɫȴȝ
Œ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ ðǞȴʞȋƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ȴɫ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉȴ
ʉǞȴɻƟ ʿǞȴ ȣƟƟƌ ǩʉ ȝȴɻʉࡲ

ࡦ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻɻࡱ DˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ʉŒɫǊƟʉƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ɻȴ ʉǞŒʉ ƁȴȣƁȋʞɻǩȴȣɻ ȴǇ Œ ɻȝŒȋȋ࢙ɻƁŒȋƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ȴȣ Œ ȋŒɫǊƟɫ ɻƁŒȋƟࡱ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ɠɫȴɠƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡶ
ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǇŒƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ xȝɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ɻȴȝƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǞȴ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝŒˈ ȣȴʉ Ɓȴȝɠȋ ࡱ̍ ðȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ Ɓȴȣʉɫȴȋ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ȝŒˈ ǊƟʉ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ � ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ɫƟƌƟ˨ȣƟ ࢨʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢧ Œɻ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢧ ȴǇ
ŷƟǩȣǊ ƟˇɠȴɻƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢨ ࢖ ࡱࢨǩȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉࢧ

ࠏ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ DʉǞǩƁŒȋ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ǩɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ǩʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ƟʉǞǩƁŒȋȋˈ ȴɫ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋȋˈ ŒƁƁƟɠʉŒŷȋƟ ʉȴ ɠʞɫɠȴɻƟȋˈ ƟˇƁȋʞƌƟ Œ Ǌɫȴʞɠ Ǉɫȴȝ
Œ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ ðǞȴʞȋƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ȴɫ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉȴ
ʉǞȴɻƟ ʿǞȴ ȣƟƟƌ ǩʉ ȝȴɻʉࡲ

ࡦ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻɻࡱ DˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ʉŒɫǊƟʉƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ɻȴ ʉǞŒʉ ƁȴȣƁȋʞɻǩȴȣɻ ȴǇ Œ ɻȝŒȋȋ࢙ɻƁŒȋƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ȴȣ Œ ȋŒɫǊƟɫ ɻƁŒȋƟࡱ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ɠɫȴɠƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡶ
ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǇŒƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ xȝɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࡩ ɻȴȝƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǞȴ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝŒˈ ȣȴʉ Ɓȴȝɠȋ ࡱ̍ ðȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ Ɓȴȣʉɫȴȋ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ȝŒˈ ǊƟʉ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ � ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ɫƟƌƟ˨ȣƟ ࢨʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢧ Œɻ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢧ ȴǇ
ŷƟǩȣǊ ƟˇɠȴɻƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢨ ࢖ ࡱࢨǩȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉࢧ

ࠏ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ

ࡦ DʉǞǩƁŒȋ Œȣƌ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ǩɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡩ ǩʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ
ƟʉǞǩƁŒȋȋˈ ȴɫ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋȋˈ ŒƁƁƟɠʉŒŷȋƟ ʉȴ ɠʞɫɠȴɻƟȋˈ ƟˇƁȋʞƌƟ Œ Ǌɫȴʞɠ Ǉɫȴȝ
Œ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ ðǞȴʞȋƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ȴɫ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʉȴ
ʉǞȴɻƟ ʿǞȴ ȣƟƟƌ ǩʉ ȝȴɻʉࡲ

ࡦ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻɻࡱ DˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ʉŒɫǊƟʉƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩʻƟ ɻȴ ʉǞŒʉ ƁȴȣƁȋʞɻǩȴȣɻ ȴǇ Œ ɻȝŒȋȋ࢙ɻƁŒȋƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ȝŒˈ
ȣȴʉ Ǟȴȋƌ ȴȣ Œ ȋŒɫǊƟɫ ɻƁŒȋƟࡱ xȣʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉˈࡩ ɠɫȴɠƟɫ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡶ
ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǇŒƁʉȴɫɻࡱ

ࡦ xȝɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ɻȴȝƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǞȴ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝŒˈ ȣȴʉ Ɓȴȝɠȋ ࡱ̍ ðȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ Ɓȴȣʉɫȴȋ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ȝŒˈ ǊƟʉ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ � ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ɫƟƌƟ˨ȣƟ ࢨʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢧ Œɻ ˈɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉࢧ ȴǇ
ŷƟǩȣǊ ƟˇɠȴɻƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢨ ࢖ ࡱࢨǩȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉࢧ

ࠏ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ ðɠǩȋȋȴʻƟɫɻࡱ

+ȴȣʉɫȴȋ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ȋȴƁŒʉƟƌ
ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ǇŒɫ ŒɠŒɫʉࡱ

ࡦ oŒʿʉǞȴɫȣƟࢧ ƟǇǇƟƁʉࡪ ࢨ �ȴǞȣࢧ oƟȣɫˈ ƟǇǇƟƁʉࡩࢨ ɠƟȴɠȋƟ ȝȴƌǩǇˈ ʉǞƟǩɫ
ŷƟǞŒʻǩȴʞɫ ǩǇ ʉǞƟˈ ȅȣȴʿ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ɠŒɫʉ ȴǇ Œȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ȴɫ ȝȴɫƟ
ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ŒʿŒɫƟ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ ʉǞɫƟŒʉ ʉȴ
ƟˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉ ࡱ̍

ࠐ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ ðɠǩȋȋȴʻƟɫɻࡱ +ȴȣʉɫȴȋ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ȋȴƁŒʉƟƌ
ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ǇŒɫ ŒɠŒɫʉࡱ

ࡦ oŒʿʉǞȴɫȣƟࢧ ƟǇǇƟƁʉࡪ ࢨ �ȴǞȣࢧ oƟȣɫˈ ƟǇǇƟƁʉࡩࢨ ɠƟȴɠȋƟ ȝȴƌǩǇˈ ʉǞƟǩɫ
ŷƟǞŒʻǩȴʞɫ ǩǇ ʉǞƟˈ ȅȣȴʿ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ɠŒɫʉ ȴǇ Œȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ȴɫ ȝȴɫƟ
ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ŒʿŒɫƟ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ ʉǞɫƟŒʉ ʉȴ
ƟˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉ ࡱ̍

ࠐ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ ðɠǩȋȋȴʻƟɫɻࡱ +ȴȣʉɫȴȋ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ȋȴƁŒʉƟƌ
ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ǇŒɫ ŒɠŒɫʉࡱ

ࡦ oŒʿʉǞȴɫȣƟࢧ ƟǇǇƟƁʉࡪ ࢨ

�ȴǞȣࢧ oƟȣɫˈ ƟǇǇƟƁʉࡩࢨ ɠƟȴɠȋƟ ȝȴƌǩǇˈ ʉǞƟǩɫ
ŷƟǞŒʻǩȴʞɫ ǩǇ ʉǞƟˈ ȅȣȴʿ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ɠŒɫʉ ȴǇ Œȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ȴɫ ȝȴɫƟ
ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ŒʿŒɫƟ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ ʉǞɫƟŒʉ ʉȴ
ƟˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉ ࡱ̍

ࠐ



xɻɻʞƟɻ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ ðɠǩȋȋȴʻƟɫɻࡱ +ȴȣʉɫȴȋ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ȋȴƁŒʉƟƌ
ɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉȋˈ ǇŒɫ ŒɠŒɫʉࡱ

ࡦ oŒʿʉǞȴɫȣƟࢧ ƟǇǇƟƁʉࡪ ࢨ �ȴǞȣࢧ oƟȣɫˈ ƟǇǇƟƁʉࡩࢨ ɠƟȴɠȋƟ ȝȴƌǩǇˈ ʉǞƟǩɫ
ŷƟǞŒʻǩȴʞɫ ǩǇ ʉǞƟˈ ȅȣȴʿ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ɠŒɫʉ ȴǇ Œȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ȴɫ ȝȴɫƟ
ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʿǞƟȣ ʉǞƟˈ ŒɫƟ ŒʿŒɫƟ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡱ üǞǩɻ ǩɻ Œ ʉǞɫƟŒʉ ʉȴ
ƟˇʉƟɫȣŒȋ ʻŒȋǩƌǩʉ ࡱ̍

ࠐ



ðȴȝƟ ǇŒȝȴʞɻ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ɫƟʻǩƟʿ ʉǞɫƟƟ ǇŒȝȴʞɻ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡩ
ࡦ DǇǇƟƁʉ ȴǇ ƁȋŒɻɻ ɻǩ˔Ɵ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ȴȣ ŒƁŒƌƟȝǩƁ ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟࡩ ʉǞƟ ðü�æ
ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ǩȣ üƟȣƟɻɻƟƟࡱ �ɫʞƟǊƟɫ ࡱࢎࠐࠐࠐࠈࢍ

ࡦ īǞˈ ƌȴ ɠƟȴɠȋƟ ǊǩʻƟ ʉȴ ƁǞŒɫǩʉǩƟɻࡲ 5ƟȋȋŒĨǩǊȣŒࡪ �ǩɻʉ Œȣƌ �ŒȋȝƟȣƌǩƟɫ
ࡱࢎࠉࠈࠇࠉࢍ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ǩȣƁƟȣʉǩʻƟɻ ȴȣ ʉƟŒƁǞƟɫɻࢪ ŒŷɻƟȣʉƟǩɻȝࡲ 5ʞ˩ȴࡪ
oŒȣȣŒŒȣƌ æˈŒȣ ࡱࢎࠉࠈࠇࠉࢍ

ࠇࠈ



üǞƟ ðü�æ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡩ ƁȋŒɻɻ ɻǩ˔Ɵ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ

ࡦ üǞƟ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ƁȋŒɻɻ ɻǩ˔Ɵ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣ ࢎðæ+ࢍ ȴȣ
ɻʉʞƌƟȣʉɻࢪ ŒƁŒƌƟȝǩƁ ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟɻࡱ üʿȴ ȋŒɫǊƟ࢙ɻƁŒȋƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ȴȣ
ʉǞƟ ʉȴɠǩƁࡩ ðü�æ ǩȣ üƟȣȣƟɻɻƟƟ Œȣƌ ð�cD ǩȣ īǩɻƁȴȣɻǩȣࡱ `ȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ
ǇȴɫȝƟɫࡱ

ࡦ üǞƟ ðü�æ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡩ ðʉʞƌƟȣʉࡷüƟŒƁǞƟɫ �ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ æŒʉǩȴ
ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ɫʞȣ ǩȣ üƟȣȣƟɻɻƟƟ ǩȣ ʉǞƟ ࡱɻࠇࠏࠐࠈ

ࡦ ࠇࠇࠍࡪࠈࠈ ɻʉʞƌƟȣʉɻ Œȣƌ ʉƟŒƁǞƟɫɻ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ʉǞɫƟƟ Ǌɫȴʞɠɻ ŷˈ
ƁȋŒɻɻ ɻǩ˔Ɵɻࡩ
ࡦ ࢨɻȝŒȋȋࢧ ࠊࠈࢍ ʉȴ ࠎࠈ ɻʉʞƌƟȣʉɻࡷ ʉƟŒƁǞƟɫࡪࢎ
ࡦ ࢨɫƟǊʞȋŒɫࢧ ࠉࠉࢍ ʉȴ ࠌࠉ ɻʉʞƌƟȣʉɻࡷʉƟŒƁǞƟɫ ʿǩʉǞ ȣȴ Œǩƌࢎ
ࡦ ࢨɫƟǊʞȋŒɫथŒǩƌࢧ ࠉࠉࢍ ʉȴ ࠌࠉ ɻʉʞƌƟȣʉɻࡷʉƟŒƁǞƟɫ ʿǩʉǞ Ǉʞȋȋ࢙ʉǩȝƟ ʉƟŒƁǞƟɫ Œǩƌࢎ

ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿŒɻ ɠƟɫǇȴɫȝƟƌ ʿǩʉǞǩȣ ɻƁǞȴȴȋɻࡪ Œȣƌ ȴȣƁƟ ǩȣǩʉǩŒȋȋˈ
ŒɻɻǩǊȣƟƌࡪ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ɫƟȝŒǩȣƟƌ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ʉǞƟǩɫ Ǌɫȴʞɠ Ǉȴɫ Ǉȴʞɫ ˈƟŒɫɻࡱ

ࠈࠈ



üǞƟ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ȝȴƌƟȋ

ࡦ �ɫʞƟǊƟɫ ࢎࠐࠐࠐࠈࢍ ɫƟǊɫƟɻɻƟɻࡩ

ĪǦƀɵ = βࠇ + βࠈè����ƀɵ + βࠉßBa/�ƀɵ + βࠊĩǦƀɵ + αɵ + εǦƀɵ

ʿǞƟɫƟ ĪǦƀɵ ǩɻ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ɠƟɫƁƟȣʉǩȋƟ ɻƁȴɫƟ ȴȣ ʉǞƟ ð�ü ʉƟɻʉ ȴǇ ɻʉʞƌƟȣʉ Ǧ
ǩȣ ƁȋŒɻɻ ƀ Œʉ ɻƁǞȴȴȋ ɵࡪ è����ƀɵ ǩɻ Œ ƌʞȝȝˈ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȴǇ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟ
ɻʉʞƌƟȣʉ ʿŒɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Œ ɻȝŒȋȋ ƁȋŒɻɻࡪ ßBa/�ƀɵ ǩɻ Œ ƌʞȝȝˈ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ȴǇ
ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟ ɻʉʞƌƟȣʉ ʿŒɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Œ ࢨɫƟǊʞȋŒɫथŒǩƌࢧ ƁȋŒɻɻࡪ Œȣƌ ĩǦƀɵ ǩɻ
Œ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ɻʉʞƌƟȣʉ Œȣƌ ʉƟŒƁǞƟɫ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ȋǩȅƟ ǊƟȣƌƟɫࡪ ƟʉƁࡱ #ƟƁŒʞɻƟ
ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ʿŒɻ ƌȴȣƟ ʿǩʉǞǩȣ ɻƁǞȴȴȋɻࡪ αɵ ǩɻ Œ ɻƁǞȴȴȋ ˨ˇƟƌ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࠉࠈ



�ɫʞƟǊƟɫࢪɻ ɻʉʞƌˈࡩ ɫƟɻʞȋʉɻ

ࡦ üǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ˨ǊʞɫƟ ɻǞȴʿɻ ʉǞƟ ƌƟȣɻǩʉˈ ȴǇ ʉǞƟ ʉƟɻʉ ɻƁȴɫƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻ
ȴǇ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ࢎƁȴȣʉɫȴȋࡷʉɫƟŒʉƟƌࢍ ǩȣ ࠊ࢙� ǊɫŒƌƟɻࡩ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ
ࠊࠈ



�ɫʞƟǊƟɫࢪɻ ɻʉʞƌˈࡩ ɫƟɻʞȋʉɻ ࢎȅǩȣƌƟɫǊŒɫʉƟȣࢍ

whether the teacher has a master’s degree—does not have a
systematic effect. Hardly any of the teachers are male, so the
gender results are not very meaningful. Teacher experience has a
small, positive effect. Experimentation with a quadratic in experi-
ence indicated that the experience proéle tends to peak at about

TABLE V
OLS AND REDUCED-FORM ESTIMATES OF EFFECT OF CLASS-SIZE ASSIGNMENT ON

AVERAGE PERCENTILE OF STANFORD ACHIEVEMENT TEST

Explanatory
variable

OLS: actual class size Reduced form: initial class size

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

A. Kindergarten

Small class 4.82 5.37 5.36 5.37 4.82 5.37 5.36 5.37
(2.19) (1.26) (1.21) (1.19) (2.19) (1.25) (1.21) (1.19)

Regular/aide class .12 .29 .53 .31 .12 .29 .53 .31
(2.23) (1.13) (1.09) (1.07) (2.23) (1.13) (1.09) (1.07)

White/Asian (1 5 — — 8.35 8.44 — — 8.35 8.44
yes (1.35) (1.36) (1.35) (1.36)

Girl (1 5 yes) — — 4.48 4.39 — — 4.48 4.39
(.63) (.63) (.63) (.63)

Free lunch (1 5 — — 213.15 213.07 — — 213.15 213.07
yes) (.77) (.77) (.77) (.77)

White teacher — — — 2.57 — — — 2.57
(2.10) (2.10)

Teacher experience — — — .26 — — — .26
(.10) (.10)

Master’s degree — — — 2.51 — — — 2.51
(1.06) (1.06)

School éxed effects No Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
R2 .01 .25 .31 .31 .01 .25 .31 .31

B. First grade

Small class 8.57 8.43 7.91 7.40 7.54 7.17 6.79 6.37
(1.97) (1.21) (1.17) (1.18) (1.76) (1.14) (1.10) (1.11)

Regular/aide class 3.44 2.22 2.23 1.78 1.92 1.69 1.64 1.48
(2.05) (1.00) (0.98) (0.98) (1.12) (0.80) (0.76) (0.76)

White/Asian (1 5 — — 6.97 6.97 — — 6.86 6.85
yes) (1.18) (1.19) (1.18) (1.18)

Girl (1 5 yes) — — 3.80 3.85 — — 3.76 3.82
(.56) (.56) (.56) (.56)

Free lunch (1 5 — — 213.49 213.61 — — 213.65 213.77
yes) (.87) (.87) (.88) (.87)

White teacher — — — 24.28 — — — 24.40
(1.96) (1.97)

Male teacher — — — 11.82 — — — 13.06
(3.33) (3.38)

Teacher experience — — — .05 — — — .06
(0.06) (.06)

Master’s degree — — — .48 — — — .63
(1.07) (1.09)

School éxed effects No Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
R2 .02 .24 .30 .30 .01 .23 .29 .30
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`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ࠋࠈ



�ɫʞƟǊƟɫࢪɻ ɻʉʞƌˈࡩ ɫƟɻʞȋʉɻ ɫɻʉ˨ࢍ ǊɫŒƌƟࢎ

whether the teacher has a master’s degree—does not have a
systematic effect. Hardly any of the teachers are male, so the
gender results are not very meaningful. Teacher experience has a
small, positive effect. Experimentation with a quadratic in experi-
ence indicated that the experience proéle tends to peak at about

TABLE V
OLS AND REDUCED-FORM ESTIMATES OF EFFECT OF CLASS-SIZE ASSIGNMENT ON

AVERAGE PERCENTILE OF STANFORD ACHIEVEMENT TEST

Explanatory
variable

OLS: actual class size Reduced form: initial class size

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)

A. Kindergarten

Small class 4.82 5.37 5.36 5.37 4.82 5.37 5.36 5.37
(2.19) (1.26) (1.21) (1.19) (2.19) (1.25) (1.21) (1.19)

Regular/aide class .12 .29 .53 .31 .12 .29 .53 .31
(2.23) (1.13) (1.09) (1.07) (2.23) (1.13) (1.09) (1.07)

White/Asian (1 5 — — 8.35 8.44 — — 8.35 8.44
yes (1.35) (1.36) (1.35) (1.36)

Girl (1 5 yes) — — 4.48 4.39 — — 4.48 4.39
(.63) (.63) (.63) (.63)

Free lunch (1 5 — — 213.15 213.07 — — 213.15 213.07
yes) (.77) (.77) (.77) (.77)

White teacher — — — 2.57 — — — 2.57
(2.10) (2.10)

Teacher experience — — — .26 — — — .26
(.10) (.10)

Master’s degree — — — 2.51 — — — 2.51
(1.06) (1.06)

School éxed effects No Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
R2 .01 .25 .31 .31 .01 .25 .31 .31

B. First grade

Small class 8.57 8.43 7.91 7.40 7.54 7.17 6.79 6.37
(1.97) (1.21) (1.17) (1.18) (1.76) (1.14) (1.10) (1.11)

Regular/aide class 3.44 2.22 2.23 1.78 1.92 1.69 1.64 1.48
(2.05) (1.00) (0.98) (0.98) (1.12) (0.80) (0.76) (0.76)

White/Asian (1 5 — — 6.97 6.97 — — 6.86 6.85
yes) (1.18) (1.19) (1.18) (1.18)

Girl (1 5 yes) — — 3.80 3.85 — — 3.76 3.82
(.56) (.56) (.56) (.56)

Free lunch (1 5 — — 213.49 213.61 — — 213.65 213.77
yes) (.87) (.87) (.88) (.87)

White teacher — — — 24.28 — — — 24.40
(1.96) (1.97)

Male teacher — — — 11.82 — — — 13.06
(3.33) (3.38)

Teacher experience — — — .05 — — — .06
(0.06) (.06)

Master’s degree — — — .48 — — — .63
(1.07) (1.09)

School éxed effects No Yes Yes Yes No Yes Yes Yes
R2 .02 .24 .30 .30 .01 .23 .29 .30
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`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ࠌࠈ



�ʉʉɫǩʉǩȴȣࡲ

ࡦ �ʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ȝŒˈ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ
ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɠɫǩʻŒʉƟ ɻƁǞȴȴȋࡪ ȴɫ ʉȴ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƁǞȴȴȋ ƌǩɻʉɫǩƁʉࡱࢎ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝࡩ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ǩȣǩʉǩŒȋȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɫƟǊʞȋŒɫ ƁȋŒɻɻƟɻ Œȣƌ ʿǞȴ ǞŒʻƟ
ǞǩǊǞƟɫ ɻƁȴɫƟɻ ȝŒˈ ŷƟ ȝȴɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ Œɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ
ȝȴɫƟ ȴʞʉɻǩƌƟ ȴɠʉǩȴȣɻࡱ oƟȣƁƟ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ ȝŒˈ ŷƟ ɻƟȋƟƁʉǩʻƟࡪ ʿǞǩƁǞ ʿǩȋȋ
ŷǩŒɻ ʉǞƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʿŒˈ ʉȴ ƌƟŒȋ ʿǩʉǞ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ǩȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ɻƁȴɫƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉʞƌƟȣʉɻ
ʿǞȴ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡱ üǞǩɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌȴȣƟ ŷˈ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ɠŒɻʉ
ɻƁȴɫƟ ɫƟɻʞȋʉɻࡱ

ࠍࠈ



�ʉʉɫǩʉǩȴȣࡲ

ࡦ �ʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ȝŒˈ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ
ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɠɫǩʻŒʉƟ ɻƁǞȴȴȋࡪ ȴɫ ʉȴ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƁǞȴȴȋ ƌǩɻʉɫǩƁʉࡱࢎ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝࡩ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ǩȣǩʉǩŒȋȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɫƟǊʞȋŒɫ ƁȋŒɻɻƟɻ Œȣƌ ʿǞȴ ǞŒʻƟ
ǞǩǊǞƟɫ ɻƁȴɫƟɻ ȝŒˈ ŷƟ ȝȴɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ Œɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ
ȝȴɫƟ ȴʞʉɻǩƌƟ ȴɠʉǩȴȣɻࡱ oƟȣƁƟ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ ȝŒˈ ŷƟ ɻƟȋƟƁʉǩʻƟࡪ ʿǞǩƁǞ ʿǩȋȋ
ŷǩŒɻ ʉǞƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʿŒˈ ʉȴ ƌƟŒȋ ʿǩʉǞ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ǩȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ɻƁȴɫƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉʞƌƟȣʉɻ
ʿǞȴ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡱ üǞǩɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌȴȣƟ ŷˈ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ɠŒɻʉ
ɻƁȴɫƟ ɫƟɻʞȋʉɻࡱ

ࠍࠈ



�ʉʉɫǩʉǩȴȣࡲ

ࡦ �ʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ ɻȴȝƟ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ȝŒˈ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ
ȝȴʻƟ ʉȴ Œ ɠɫǩʻŒʉƟ ɻƁǞȴȴȋࡪ ȴɫ ʉȴ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ɻƁǞȴȴȋ ƌǩɻʉɫǩƁʉࡱࢎ

ࡦ ßɫȴŷȋƟȝࡩ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ǩȣǩʉǩŒȋȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɫƟǊʞȋŒɫ ƁȋŒɻɻƟɻ Œȣƌ ʿǞȴ ǞŒʻƟ
ǞǩǊǞƟɫ ɻƁȴɫƟɻ ȝŒˈ ŷƟ ȝȴɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ Œɻ ʉǞƟˈ ǞŒʻƟ
ȝȴɫƟ ȴʞʉɻǩƌƟ ȴɠʉǩȴȣɻࡱ oƟȣƁƟ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ ȝŒˈ ŷƟ ɻƟȋƟƁʉǩʻƟࡪ ʿǞǩƁǞ ʿǩȋȋ
ŷǩŒɻ ʉǞƟ ȝƟŒɻʞɫƟȝƟȣʉ ȴǇ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࡦ ´ȣƟ ʿŒˈ ʉȴ ƌƟŒȋ ʿǩʉǞ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩɻ ʉȴ ǩȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ɻƁȴɫƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ɻʉʞƌƟȣʉɻ
ʿǞȴ ȋƟŒʻƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡱ üǞǩɻ ƁŒȣ ŷƟ ƌȴȣƟ ŷˈ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ɠŒɻʉ
ɻƁȴɫƟ ɫƟɻʞȋʉɻࡱ

ࠍࠈ



DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ

had higher test scores, on average, than students assigned to
small classes who also left the sample, then the small class effects
will be biased upwards. One reason why this pattern of attrition
might occur is that high-income parents of children in larger
classes might have been more likely to subsequently enroll their
children in private schools over time than similar parents of
children in small classes. At heart, adjusting for possible nonran-
dom attrition is a matter of imputing test scores for students who
exited the sample. With longitudinal data, this can be done
crudely by assigning the student’s most recent test percentile to
that student in years when the student was absent from the
sample.15

The sample used in the érst panel of Table VI includes the
largest number of students with nonmissing data available each
grade. These results correspond to the model estimated in column
7 of Table V, except the free lunch variable is omitted because it

15. In the case of a student who left the sample but later returned, the
average test score in the years surrounding the student’s absence was used. Test
scores were also imputed for students who had a missing test score but did not exit
the sample (e.g., because they were absent when the test was conducted). This
technique is closely related to the ‘‘last-observation-carry-forward’’ method that
has been used in clinical studies.

TABLE VI
EXPLORATION OF EFFECT OF ATTRITION DEPENDENT VARIABLE: AVERAGE

PERCENTILE SCORE ON SAT

Grade

Actual test data
Actual and imputed

test data

Coefficient
on small

class dum.
Sample

size

Coefficient
on small

class dum.
Sample

size

K 5.32 5900 5.32 5900
(.76) (.76)

1 6.95 6632 6.30 8328
(.74) (.68)

2 5.59 6282 5.64 9773
(.76) (.65)

3 5.58 6339 5.49 10919
(.79) (.63)

Estimates of reduced-form models are presented. Each regression includes the following explanatory
variables: a dummy variable indicating initial assignment to a small class; a dummy variable indicating initial
assignment to a regular/aide class, unrestricted school effects; a dummy variable for student gender; and a
dummy variable for student race. The reported coefficient on small class dummy is relative to regular classes.
Standard errors are in parentheses.
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`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋ

ࡦ üǞƟ ɫƟɻʞȋʉɻ ŒɫƟ ɫȴŷʞɻʉࡩ Œʉʉɫǩʉǩȴȣ ǞŒɻ Œȋȝȴɻʉ ȣȴ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʉǞƟ
ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࠎࠈ



+ǞŒɫǩʉŒŷȋƟ ǊǩʻǩȣǊ

ࡦ हࠇࠐ ȴǇ �ȝƟɫǩƁŒȣɻ ǊǩʻƟ ȝȴȣƟˈ ʉȴ ƁǞŒɫǩʉǩƟɻ ƟʻƟɫˈ ˈƟŒɫࡱ
ࡦ īǞˈ ƌȴ ʉǞƟˈ ǊǩʻƟࡲ ɻƟʻƟɫŒȋ ʉǞƟȴɫǩƟɻࡩ

ࡦ ŷƟƁŒʞɻƟ ʉǞƟˈ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ Œ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ ƁŒʞɻƟࡩ ʿŒɫȝࢧ Ǌȋȴʿࢨ ȴǇ ǊǩʻǩȣǊࡪ
ŒȋʉɫʞǩɻʉǩƁ ȝȴʉǩʻƟɻࡱ üǞǩɻ ǩɻ ƟǇ˨ƁǩƟȣʉ Ǉɫȴȝ Œ ʿƟȋǇŒɫƟ ɠȴǩȣʉ ȴǇ ʻǩƟʿ Œɻ ŷȴʉǞ
ʞʉǩȋǩʉǩƟɻ ȴǇ ǊǩʻƟɫ Œȣƌ ɫƟƁƟǩʻƟɫ ŒɫƟ ƟȣǞŒȣƁƟƌ ƟƁȅƟɫ#ࢍ ࡶࠋࠎࠐࠈ �ȣƌɫƟȴȣǩ
ࡪࠐࠏࠐࠈ ࡱࢎࠇࠐࠐࠈ

ࡦ ŷƟƁŒʞɻƟ ʉǞƟˈ ǇƟƟȋ ɻȴƁǩŒȋ ɠɫƟɻɻʞɫƟ Ǉȴɫ ǩʉ �ȅƟɫȋȴǇࢍ Œȣƌ �ɫŒȣʉȴȣ ࡱࢎࠇࠇࠇࠉ
�ȝŷǩǊʞȴʞɻ ʿƟȋǇŒɫƟ ƟǇǇƟƁʉࡩ ǩȣƁɫƟŒɻƟ ɫƟƁƟǩʻƟɫࢪɻ ʞʉǩȋǩʉˈ ŷʞʉ ȝŒˈ ƌƟƁɫƟŒɻƟ
ǊǩʻƟɫࢪɻࡱ

ࡦ oȴʿ ʿȴʞȋƌ ˈȴʞ ƌǩɻʉǩȣǊʞǩɻǞ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋȋˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ
ȝȴʉǩʻƟɻࡲ

ࠏࠈ



5ƟȋȋŒĨǩǊȣŒ Ɵʉ Œȋࢪࡱɻ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

üǞƟ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ʿŒɻ Œ ƌȴȴɫ࢙ʉȴ࢙ƌȴȴɫ ǇʞȣƌɫŒǩɻǩȣǊ ƌɫǩʻƟ ǩȣ ʉǞƟ +ǞǩƁŒǊȴ
ŒɫƟŒ Ǉȴɫ ʉʿȴ ƁǞŒɫǩʉǩƟɻࡩ Œ ȋȴƁŒȋ ƁǞǩȋƌɫƟȣࢪɻ ǞȴɻɠǩʉŒȋࡪ �Œࢍ æŒŷǩƌŒࡪ ʿƟȋȋ࢙ȅȣȴʿȣ
ɠɫƟȝǩƟɫ ǞȴɻɠǩʉŒȋ Ǉȴɫ ƁǞǩȋƌɫƟȣ ǩȣ ʉǞƟ ŒɫƟŒࡪࢎ Œȣƌ Œȣ ȴʞʉ࢙ȴǇ࢙ɻʉŒʉƟ ƁǞŒɫǩʉˈ
ࡪD+ċࢍ ʞȣȅȣȴʿȣ ʉȴ ȝȴɻʉ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻࡱࢎ

ࠐࠈ



üǞƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ

ࡦ ࠏࠍࠍࡪࠎ ǞȴʞɻƟǞȴȋƌɻ ʿƟɫƟ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟƌ ŷƟʉʿƟƟȣ �ɠɫǩȋ Œȣƌ ´ƁʉȴŷƟɫ ࡱࠏࠇࠇࠉ
üǞƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ ǩɻ ƁŒɫɫǩƟƌ ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ Œȋȋȴʿ ʉȴ ƟǩʉǞƟɫ ɻƟƟȅ ȴɫ
Œʻȴǩƌ ʉǞƟ ɻȴȋǩƁǩʉȴɫࡱ oƟȣƁƟࡪ ǞȴʞɻƟǞȴȋƌɻ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ǩȣʉȴ ʉǞɫƟƟ
Ǌɫȴʞɠɻࡩ
ࡦ `ǩɫɻʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡩ ȣȴʉǩƁƟࡱ � ˩ˈƟɫ ȴȣ ʉǞƟ ƌȴȴɫ ǊǩʻƟɻ ȴȣƟ ƌŒˈ ɠɫǩȴɫ ȣȴʉǩƁƟ
Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ȴȣƟ࢙Ǟȴʞɫ ʉǩȝƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋ

ࡦ ðƟƁȴȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡩ ȣȴʉǩƁƟ ʿǩʉǞ ȴɠʉ࢙ȴʞʉࡱ üǞƟ ˩ˈƟɫ ǩȣƁȋʞƌƟɻ Œ ŷȴˇ ʉȴ ŷƟ
ƁǞƟƁȅƟƌ ǩǇ ʉǞƟ ǞȴʞɻƟǞȴȋƌ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ʿŒȣʉ ʉȴ ŷƟ ƌǩɻʉʞɫŷƟƌࡱ

ࡦ #ŒɻƟȋǩȣƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡩ ɻȴȋǩƁǩʉȴɫɻ ŒɫɫǩʻƟ ʿǩʉǞȴʞʉ ɠɫǩȴɫ ȣȴʉǩƁƟࡱ
ࡦ ´ʞʉƁȴȝƟ ǩɻ ȝƟŒɻʞɫƟƌ ŷȴʉǞ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ह ȴǇ ǞȴʞɻƟǞȴȋƌɻ ʿǞȴ ȴɠƟȣ
ʉǞƟ ƌȴȴɫ Œȣƌ ह ȴǇ ǞȴʞɻƟǞȴȋƌɻ ʿǞȴ ǊǩʻƟࡱ

ࡦ oȴʿ ƌȴƟɻ ʉǞǩɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ ŒƌƌɫƟɻɻ ʉǞƟ ǊǩʻǩȣǊ ȝȴʉǩʻƟɻ
ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡲ

ࠇࠉ



üǞƟ ˩ˈƟɫ
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FIGURE II

Flyer Samples

Two examples of flyers for the 2008 fund-raising treatments (top row) and flyers
for the 2008 survey treatments (bottom row). The top-left flyer is for the opt-out
treatment, while the top-right flyer is for a flyer treatment. The bottom-row flyers
are both for a 10-minute survey with flyer, the left one without payment, the right
one for a $10 payment.

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠌ ࠈࠉ



5ƟȋȋŒĨǩǊȣŒ Ɵʉ Œȋࢪࡱɻ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ 5ƟʉƟɫȝǩȣǩȣǊ ʉǞƟ ȝȴʉǩʻƟɻ ȴǇ ƁǞŒɫǩʉŒŷȋƟ ǊǩʻǩȣǊࡩ
ࡦ xǇ ʉǞƟ ȝŒǩȣ ȝȴʉǩʻƟ ǩɻ Œȋʉɫʞǩɻȝࡪ ʉǞƟ ȣȴʉǩƁƟ ɻǞȴʞȋƌ ǩȣƁɫƟŒɻƟ ह ʿǞȴ ŒɫƟ
ǞȴȝƟࡪ ह ʿǞȴ ȴɠƟȣ ʉǞƟ ƌȴȴɫࡪ Œȣƌ ह ʿǞȴ ǊǩʻƟࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟ ȝŒǩȣ ȝȴʉǩʻƟ ǩɻ ɻȴƁǩŒȋ ɠɫƟɻɻʞɫƟࡪ ʉǞƟ ȣȴʉǩƁƟ ɻǞȴʞȋƌ ƊƝƀɥƝŒɵƝ ह
ʿǞȴ ȴɠƟȣ ʉǞƟ ƌȴȴɫࡪ Œȣƌ ह ʿǞȴ ǊǩʻƟࡱ

ࡦ �ǇʉƟɫ ʉǞƟ ɻȴȋǩƁǩʉȴɫ ǞŒɻ ƁȴȋȋƟƁʉƟƌ Œ ǊǩǇʉ ȴɫࢍ ȣȴʉࡪࢎ ɻࡷǞƟ Œɻȅɻ ʉǞƟ
ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ǩǇ ɻࡷǞƟ ʿŒȣʉɻ ʉȴ ƁȴȝɠȋƟʉƟ Œ ɻʞɫʻƟˈ ȴȣ ƁǞŒɫǩʉŒŷȋƟ ǊǩʻǩȣǊࡪ
Œȣƌ ŒȣȣȴʞȣƁƟɻ Œ ƌʞɫŒʉǩȴȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ǩȣʉȴ ࠌ ȴɫ ࠇࠈ ȝǩȣʞʉƟɻࡪ Œȣƌ
ɠŒˈȝƟȣʉ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋƟʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻʞɫʻƟˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ǩȣʉȴ ࡪࠇ࣊ ࡪࠌ࣊ ȴɫ ࡱࠇࠈ࣊

ࠉࠉ



DˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠍ
ࠊࠉ



æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ ƌƟɻǩǊȣ

ࡦ æƟǊɫƟɻɻ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƌȴȴɫࢍ ȴɠƟȣǩȣǊ Œȣƌ ǊǩʻǩȣǊࢎ ȴȣ ʉǞƟ
ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ɫƟǊɫƟɻɻȴɫɻࡩ
ࡦ £ȴʉǩƁƟ
ࡦ £ȴʉǩƁƟथȴɠʉ ȴʞʉ
ࡦ 5ʞȝȝˈ Ǉȴɫ ƁǞŒɫǩʉˈ ऩ D+ċ ȋƟɻɻࢍ ʿƟȋȋ࢙ȅȣȴʿȣ ǞȴɻɠǩʉŒȋࢎ
ࡦ `ǩˇƟƌ ƟǇǇƟƁʉɻ Ǉȴɫ ɻȴȋǩƁǩʉȴɫࡪ ƌŒʉƟ࢙ȋȴƁŒʉǩȴȣࡪ Ǟȴʞɫࡪ ǞȴʞɻƟ ɧʞŒȋǩʉˈ

ࠋࠉ



æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ ɫƟɻʞȋʉɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠎ ࠌࠉ



æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ ɫƟɻʞȋʉɻ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ
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FIGURE IV
Frequency of (A) Answering the Door, (B) (Unconditional) Giving, and (C) Giving

Conditional on Answering the Door
Panel A presents the percent of households that answer the door under

different treatment. The third set of bars (opt-out treatment) also shows the
percent opting out (shaded colors on top). Panel B displays the percent that give
to the charity out of all the households in the treatment group (including those
not answering the door). Panel C shows giving conditioned on answering the door,
which equals the ratio of the estimated shares of unconditional giving (Figure IVB)
and of households answering the door (Figure IVA). All estimates are obtained
from regressions that control for randomization fixed effects.

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠏ

ࡦ `ɫƟɧʞƟȣƁˈ ȴǇ ࢎŒࢍ ȴɠƟȣǩȣǊ ʉǞƟ ƌȴȴɫࡪ Œȣƌ ࢎŷࢍ ʞȣƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ǊǩʻǩȣǊ

ࠍࠉ



üǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ǩȣƁƟȣʉǩʻƟɻ ȴȣ ʉƟŒƁǞƟɫɻ ŒŷɻƟȣʉƟƟɻǩȝ

ࡦ üƟŒƁǞƟɫ ŒŷɻƟȣʉƟƟǩɻȝ ǩɻ Œ ȝŒǽȴɫ ǩɻɻʞƟ ǩȣ xȣƌǩŒȣ ɠɫǩȝŒɫˈ ɻƁǞȴȴȋࡱ
5ʞ˩ȴࡪ oŒȣȣŒ Œȣƌ æˈŒȣ ࢎࠉࠈࠇࠉࢍ ɫʞȣ Œ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ʉȴ ɻʉʞƌˈ ʉǞƟ
ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ǩȣƁƟȣʉǩʻƟɻ ʉȴ ɫƟƌʞƁƟ ǩʉࡱ

ࡦ ðʉʞƌˈ ƁŒɫɫǩƟƌ ǩȣ ࠊࠇࠇࠉ ǩȣ ʉǞƟ ɫʞɫŒȋ ʻǩȋȋŒǊƟɻ ȴǇ æŒǽŒɻʉǞŒȣࡪ xȣƌǩŒࡪ ʿǞƟɫƟ
ŒŷɻƟȣʉƟƟǩɻȝ ɫŒʉƟ ŷƟǇȴɫƟ ʉǞƟ ɻʉŒɫʉ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴǊɫŒȝ ʿŒɻ ࡱहࠊࠌ

ࡦ xȣ ࠎࠌ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻƟȋƟƁʉƟƌࡪ ʉƟŒƁǞƟɫɻ ǞŒƌ ʉȴ ŷƟ ɠǞȴʉȴǊɫŒɠǞƟƌ ǩȣ ʉǞƟǩɫ
ƁȋŒɻɻɫȴȴȝ ʿǩʉǞ Œ ʉǩȝƟ ɻʉŒȝɠࡱ üǞƟǩɫ ɻŒȋŒɫˈ ʿŒɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ
ŒʉʉƟȣƌŒȣƁƟࡩ
ࡦ æɻࡱ ࠇࠇࠌ ǩǇ ŒʉʉƟȣƌƟƌ ǇƟʿƟɫ ʉǞŒȣ ࠇࠈ ƌŒˈɻ ǩȣ Œ ȝȴȣʉǞࡪ Œȣƌ
ࡦ æɻࡱ ࠇࠌ Ǉȴɫ Œȣˈ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ƌŒˈ ŒʉʉƟȣƌƟƌ ʉǞŒʉ ȝȴȣʉǞࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ࠍࠌ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣ ɻƁǞȴȴȋɻࡪ ʉƟŒƁǞƟɫɻ ʿƟɫƟ ɠŒǩƌ Œ ˨ˇƟƌ ɫŒʉƟ Ǉȴɫ ʉǞƟ
ȝȴȣʉǞ ࡱæɻࢍ ࡱࢎࠇࠇࠇࡪࠈ

ࠎࠉ



xȝɠŒƁʉ ȴȣ ʉƟŒƁǞƟɫࢪɻ ɠƟɫǇȴɫȝŒȣƁƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠐ
ࠏࠉ



xȝɠŒƁʉ ȴȣ ǇɫŒƁʉǩȴȣɻ ȴǇ ɻƁǞȴȴȋɻ ȴɠƟȣ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠇࠈ
ࠐࠉ



xȝɠŒƁʉ ȴȣ ʉƟŒƁǞƟɫ ŒʉʉƟȣƌŒȣƁƟ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈࠈ ࠇࠊ



DǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉǞƟ ȣȴȣȋǩȣƟŒɫǩʉˈ ȴǇ ʉǞƟ ʿŒǊƟ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉࠈ ࠈࠊ



�Ɵʉࢪɻ ŷƟǊǩȣ ʉȴ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ
ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࠉࠊ



ßŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ʻɻࡱ ȣȴȣ࢙ɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ࢎǩɻǞƟɫǩŒȣ`ࢍ ʉƟɻʉɻ

ࡦ üˈɠǩƁŒȋȋˈ ʿƟ ŒɠɠƟŒȋ ʉȴ +�ü ǩȣ ȋŒɫǊƟ࢙ɻŒȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊɻ ŷŒɻƟƌ ȴǇǇ ȴǇ
ʉǞƟȴɫˈ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ɻŒȝɠȋƟ ȝƟŒȣɻ Œȣƌࢍ
ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ ǩȣ ȝƟŒȣɻࡱࢎ üǞǩɻ ǽʞɻʉǩ˨Ɵɻ ʉǞƟ ʉ࢙ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʻǩŒ ŒɻˈȝɠʉȴʉǩƁ
ȣȴɫȝŒȋǩʉ ࡱ̍

ࡦ #ʞʉ ʿǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ǞŒʻƟ ɻȝŒȋȋ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵɻࡲ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȋǩȅƟ
Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴǇ ȣȴɫȝŒȋǩʉˈࡲ

ࠊࠊ



üǞƟ ɻǞŒɫɠ ȣʞȋȋ

üǞƟ ɻǞŒɫɠ ȣʞȋȋ ǩȝɠȋǩƟɻࡩ
δǦ = δ ∀Ǧ

üǞƟ ʉˈɠǩƁŒȋ ǇɫƟɧʞƟȣʉǩɻʉ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ ʉƟɻʉǩȣǊ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ ǩȝɠȋǩƟɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ʉȴ ɻȴȝƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇʉƟȣࢍ ˔Ɵɫȴࡪ ƟࡱǊࡪࡱ δ = ࡱࢎࠇ
xȣ ʉǞƟ `ǩɻǞƟɫǩŒȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡪ ʿƟ ȝŒˈ ʿŒȣʉ ʉȴ ʉƟɻʉ ɻȴȝƟʉǞǩȣǊ ɻǩȝǩȋŒɫࡩ

δǦ = δ = ࠇ ∀Ǧ

ࠋࠊ



ðʉƟɠɻ Ǉȴɫ ʉƟɻʉǩȣǊ ʉǞƟ ɻǞŒɫɠ ȣʞȋȋ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ

ࡱࠈ +ŒȋƁʞȋŒʉƟ Œ ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ࡪࡱǊࡱƟࢍ δ̂�óBࢎ ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ

ࡱࠉ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œȋȋ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʻƟƁʉȴɫɻ ʞɻǩȣǊࢍ
ȅȣȴʿȋƟƌǊƟ ȴǇ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝࡱࢎ

ࡱࠊ `ȴɫ ƟŒƁǞ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣࡪ ɫƟƁŒȋƁʞȋŒʉƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ Œɻ ǩǇ ʉǞŒʉ ǞŒƌ ŷƟƟȣ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʻƟƁʉȴɫࡱ ðʉȴɫƟ ƟŒƁǞ
ɠƟɫȝʞʉƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁࡱ

ࡱࠋ üǞƟ ࢨƟˇŒƁʉࢧ ɠ࢙ʻŒȋʞƟ ǩɻ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ƁȴȝɠŒɫǩȣǊ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ
ŒǊŒǩȣɻʉ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ Ǉɫȴȝ ɻʉƟɠ ࡪࡱƟࡱǩ࢕ࠊ ʿǞŒʉ ɻǞŒɫƟ ȴǇ ʉǞƟ ɠƟɫȝʞʉƟƌ
ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ʿƟɫƟ Œʉ ȋƟŒɻʉ Œɻ ȋŒɫǊƟ Œɻ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁࠈࡲ

ࡩȴʉƟ£ࠈ ǩǇ ʉȴȴ ȝŒȣˈ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣ ʻƟƁʉȴɫɻ Ɵˇǩɻʉࡪ ˈȴʞ ƁŒȣ ɠƟɫǇȴɫȝ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ
ŷˈ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ǞˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ʻƟƁʉȴɫɻࡱ üǞƟȣࡪ ʉǞƟ ɠ࢙ʻŒȋʞƟ
ǩɻ ƌƟɫǩʻƟƌ ŷˈ ƁȴȝɠŒɫǩȣǊ ŒǊŒǩȣʉ ʉǞƟ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡱ

ࠌࠊ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
æ+üɻࡪ �# ʉƟɻʉǩȣǊࡪ Œȣƌ ŷʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ࢎࠉࢍ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠊࠈ࢙ࠉࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



`ǩƟȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡩ ȝƟʉǞȴƌɻ Œȣƌ ǩɻɻʞƟɻ ࢎࠉࢍ

+ȴɫƟ ʉŒȅƟŒʿŒˈɻ ʉȴƌŒˈࡩ

ࡦ ĨŒɫǩƟʉǩƟɻ ȴǇ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣɻ
ࡦ �ȴɫƟ ȴȣ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣࡷɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ
ࡦ £ƟˈȝŒȣ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋɻ
ࡦ #ŒˈƟɻǩŒȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ Ǉȴɫ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ࡩࠈ æƟɻʞȝƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ
ࡦ DˇŒȝɠȋƟ ࡩࠉ c´üĨ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ
ࡦ #ƟǊǩȣȣǩȣǊ ʉȴ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࠊ



+ȴȣʉǩȣʞǩȣǊ ʿǩʉǞ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ #ʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡶ #ࡷ� ʉƟɻʉǩȣǊࡶ ɻɠȋǩʉ ʉƟɻʉǩȣǊࡶ ŷʞƁȅƟʉ ʉƟɻʉǩȣǊࡩ ɻŒȝƟ
ǩƌƟŒ ʿǩʉǞ ʻŒɫǩȴʞɻ ƁȴȣʉƟˇʉɻࡷȣŒȝƟɻࡱ

ࡦ ßɫǩȣƁǩɠȋƟࡩ ɻƟɠŒɫŒʉƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ƁȴȣʉɫȴȋࡷʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ Œȣƌ ȝȴȣǩʉȴɫ
ʉǞƟ ɫƟɻɠȴȣɻƟࡱ

ࡦ #ŒɻǩƁ ɫƟƁǩɠƟɻࡩ
ࡦ Œʻȴǩƌ ɻɠǩȋȋȴʻƟɫɻ ŒƁɫȴɻɻ࢙ɠɫȴƌʞƁʉࡷȴȣȋǩȣƟࡷǊƟȴǊɫŒɠǞǩƁࢍ ɻʞŷɻʉǩʉʞʉǩȴȣࢎ
ࡦ ɻƟʉʞɠ Œ ǇƟƟƌŷŒƁȅ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ
ࡦ ´ǇʉƟȣ ɻǩȝɠȋƟ ǩɻ ŷƟʉʉƟɫ →ࢍ Œʻȴǩƌ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣ ŒƁɫȴɻɻ ʉȴȴ ȝŒȣˈ Ǌɫȴʞɠɻࢎ
ࡦ ŷƟʿŒɫƟ ȴǇ ʞȣŒȣʉǩƁǩɠŒʉƟƌ ƌǩǇ˨ƁʞȋʉǩƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ɠɫǩƁƟ ƌǩɻƁɫǩȝǩȣŒʉǩȴȣࡶ ȋƟǊŒȋ
ǩɻɻʞƟɻࡶ ƁȴȣɻʞȝƟɫ ɫƟŒƁʉǩȴȣࡶ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ Ǉȴɫ ʞȣǇȴɫƟɻƟƟȣ ǞŒɫȝɻࢎ

ࡦ �ȣʉǩƁǩɠŒʉƟ ʉǞŒʉ ʉǞǩȣǊɻ ʿǩȋȋ Ǌȴ ʿɫȴȣǊࡱ

ࠋ

https://www.nytimes.com/2014/10/29/upshot/professors-research-project-stirs-political-outrage-in-montana.html
https://www.nytimes.com/2014/10/29/upshot/professors-research-project-stirs-political-outrage-in-montana.html
https://press.princeton.edu/titles/10872.html


#ࡷ� ʉƟɻʉɻ Œȣƌ ŷʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡩ ȝƟʉǞȴƌȴȋȴǊˈ

�ɻ ǩȣ xæࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ࠋ ȝŒǩȣ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ #Ɵɫȣȴʞȋȋǩ ʉɫǩŒȋɻࡱ
ࡦ +ȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡱ
ࡦ ðʉɫŒʉǩ˨Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡱ
ࡦ ßŒǩɫƟƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡱ

ࠌ



#Ɵɫȣȴʞȋȋǩ ʉɫǩŒȋɻ

ࡦ æƟƁŒȋȋ ʉǞƟ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠ ǩɻ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Ɲ (ˀ)ࡪ ʿǞƟɫƟ ˀ ǩɻ ʉǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ
ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡱ xȣ Œ #ƝɥȠȰʗȈȈǦ ʂɥǦŒȈࡪ Ƞ ʞȣǩʉɻ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ǩȣ Œ ǩࡱǩࡱƌࡱ ȝŒȣȣƟɫ
ʉȴ ʉǞƟ ƁȴȣʉɫȴȋࡷʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻࡱ

ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ 5 ∈ ,ࠇ} ࡪȠ{ࠈ ȴȣƟ ǞŒɻ ǩȣ Œ #Ɵɫȣȴʞȋȋǩ ʉɫǩŒȋ

Pr (5|ĩ, Īࠇ, Īࠈ) =
Ƞ∏

Ǧ=ࠈ
Ɲ (ĩǦ)3Ǧ

(
−ࠈ Ɲ (ĩǦ)(3−ࠈǦ)

)

ࡦ īǞƟȣ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝ Ɲ (ˀ) = ɡࡪ ȴȣƟ ǞŒɻ

Pr (5|ĩ, Īࠇ, Īࠈ) = ɡȠࠈ −ࠈ) ɡ)Ƞࠇ

ʿǞƟɫƟ Ƞࠈ =
∑Ƞ
Ǧ=ࠈ 3Ǧ Œȣƌ Ƞࠇ = Ƞ− Ƞࡱࠇ

ࠍ



+ȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ xȣ Œ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
Ǌɫȴʞɠ Ƞࠈ ǩɻ ˨ˇƟƌࡪ Œȣƌ ʉǞƟ Ƞࠈ ʉɫƟŒʉƟƌ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ŒɫƟ ƌɫŒʿȣ Œʉ ɫŒȣƌȴȝ
ʿǩʉǞȴʞʉ ɫƟɠȋŒƁƟȝƟȣʉࡱ

ࡦ �ɻ Œ ɫƟɻʞȋʉࡪ

Pr (5|ĩ, Īࠇ, Īࠈ) =
(
Ƞ
Ƞࠈ

ࠈ−(
=

(
Ƞ!

Ƞࠈ! (Ƞ− Ƞࠈ)!

ࠈ−(

ǩǇ ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ 3Ǧ = Ƞࡪࠈ Ƞࠈ > ࡪࠇ Œȣƌ Pr (5|ĩ, Īࠇ, Īࠈ) = ࡪࠇ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟࡱ

ࠎ



ðʉɫŒʉǩ˨Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ xȣ ɻʉɫŒʉǩ˨Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡪ ʉǞƟ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ǩɻ ƌǩʻǩƌƟƌ ǩȣʉȴ ɻʉɫŒʉŒ ȴɫ
ŷȋȴƁȅɻ ȴǇ ɻǩȝǩȋŒɫ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡱ DࡱǊࡪࡱ ȝŒȋƟ Œȣƌ ǇƟȝŒȋƟࡶ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
ƁǞǩȋƌɫƟȣࡶ ƟŒɫȣǩȣǊɻ ŷɫŒƁȅƟʉɻࡱ

ࡦ īǩʉǞǩȣ ƟŒƁǞ ŷȋȴƁȅ Ǻ ∈ ࡪ� Œ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ǩɻ
ɠƟɫǇȴɫȝƟƌࡱ �Ɵʉ #Ǧ ∈ � ŷƟ ʉǞƟ ǩȣƌƟˇ ȴǇ ʉǞƟ ŷȋȴƁȅ ȴǇ ʞȣǩʉ Ǧࡱ

ࡦ DŒƁǞ ŷȋȴƁȅ Ǻ ǞŒɻ ɻǩ˔Ɵ Ƞ (Ǻ) = Ƞࠇ (Ǻ) + Ƞࠈ (Ǻ) Œȣƌ

Pr (5|ĩ, Īࠇ, Īࠈ) =
∏

Ǻ∈�

(
  (Ǻ)
Ƞࠈ (Ǻ)

ࠈ−(
ǩǇ
∑

Ǧ:#Ǧ=Ǻ
3Ǧ = Ƞࠈ (Ǻ) ∀Ǻ ∈ �

= ࠇ ƟȋɻƟࡱ

ࠏ



ßŒǩɫʿǩɻƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ ßŒǩɫʿǩɻƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ŒɫƟ ɻʉɫŒʉǩ˨Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ ŷȋȴƁȅɻ ŒɫƟ
ȴǇ ɻǩ˔Ɵ ʉʿȴࡱ xȣ ƟŒƁǞ ŷȋȴƁȅ ȴȣƟ ʞȣǩʉ ƌɫŒʿȣࢍ Œʉ ɫŒȣƌȴȝࢎ ǩɻ ʉɫƟŒʉƟƌࡪ Œȣƌ
ʉǞƟ ȴʉǞƟɫ ȴȣƟ ǩɻ ȣȴʉࡱ

ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟ Ƞ ǩɻ ƟʻƟȣ Œȣƌ � = ,ࠈ} ...,Ƞ/ࡱ{ࠉ DŒƁǞ ʞȣǩʉ ǞŒɻ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ
ࠉࡷࠈ ȴǇ ŷƟǩȣǊ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠࡱ

ࡦ �ɻ Œ ɫƟɻʞȋʉࡪ

Pr (5|ĩ, Īࠇ, Īࠈ) = ࠉ/Ƞ−ࠉ ǩǇ
∑

Ǧ:#Ǧ=Ǻ
3Ǧ = ࠈ ∀Ǻ = ,ࠈ ...,Ƞ/ࠉ

= ࠇ ƟȋɻƟࡱ

ࠐ



#ǩǊ ɠǩƁʉʞɫƟ ʉŒȅƟŒʿŒˈ

ࡦ 5ƟʉŒǩȋɻ ȴǇ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ Œȋȋ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉȋˈ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟ
Pr (5|ĩ, Īࠇ, Īࡱ(ࠈ

ࡦ �ɻ Œ ɫƟɻʞȋʉࡪ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣɻ ǞŒʻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʻŒɫǩŒȣƁƟ
ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ Œȣƌ ƌƟȝŒȣƌ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࠇࠈ



ðŒȝɠȋƟ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈ

ࠈࠈ



üƟɻʉɻ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œ ǇʞȣƌɫŒǩɻǩȣǊ ƟȝŒǩȋ ǞŒɻ ŷƟƟȣ ɻƟȣʉ ʉȴ Ƞ = ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ ɫƟƁǩɠǩƟȣʉɻ
ŷˈ Œ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ƁŒȝɠŒǩǊȣࡱ xʉ ƁȴȝƟɻ ǩȣ ʉʿȴ ɻȴɫʉɻࡱ xȣ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ǌɫȴʞɠ
ȴǇࢍ ɻǩ˔Ɵ Ƞࠇ = ࡪࢎࠇࠇࠇ,ࠍ ȣȴ ɠǩƁʉʞɫƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌࡱ xȣ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠ
ɻǩ˔Ɵࢍ Ƞࠈ = ࡪࢎࠇࠇࠇ,ࠋ ʉǞƟ ɠǩƁʉʞɫƟ ȴǇ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ ǩɻ ǊǩʻƟȣࡱ üǞƟ ȝƟɻɻŒǊƟ
Œɻȅɻ Ǉȴɫ Œ ƌȴȣŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡪࠇࠇࠌ࣊ ࡪࠇࠇࠇࡪࠈ࣊ ȴɫ ࠇࠇࠇࡪࠉ࣊ ƌȴȋȋŒɫɻࡱ

ࡦ üǞƟ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ ʿǞƟʉǞƟɫ ƌǩɻɠȋŒˈǩȣǊ Œ ɠǩƁʉʞɫƟ ǞŒƌ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ
ƌȴȣŒʉǩȴȣɻࡱ üǞƟ ɫŒʉƟ ȴǇ ɫƟɻɠȴȣɻƟ ǩɻ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻࡩ

ƌȴȣŒʉǩȴȣ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ࣰ ࠛ ࠛࠛࠟࡪࠝ ࠛࠛࠝࡪࠜ
ࣰ ࠠࠛࠛ ࠜࠣࠛࠛ ࠛࠛࠝࡪࠜ
ࣰ ࠛࠛࠛࡪࠜ ࠜࠝࠛࠛ ࠛࠛࠛࡪࠜ
ࣰ ࠛࠛࠛࡪࠝ ࠡࠛࠛ ࠡࠛࠛ

ࠉࠈ



üƟɻʉɻ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ Œ ǇʞȣƌɫŒǩɻǩȣǊ ƟȝŒǩȋ ǞŒɻ ŷƟƟȣ ɻƟȣʉ ʉȴ Ƞ = ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ ɫƟƁǩɠǩƟȣʉɻ
ŷˈ Œ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ƁŒȝɠŒǩǊȣࡱ xʉ ƁȴȝƟɻ ǩȣ ʉʿȴ ɻȴɫʉɻࡱ xȣ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ǌɫȴʞɠ
ȴǇࢍ ɻǩ˔Ɵ Ƞࠇ = ࡪࢎࠇࠇࠇ,ࠍ ȣȴ ɠǩƁʉʞɫƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌࡱ xȣ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠ
ɻǩ˔Ɵࢍ Ƞࠈ = ࡪࢎࠇࠇࠇ,ࠋ ʉǞƟ ɠǩƁʉʞɫƟ ȴǇ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ ǩɻ ǊǩʻƟȣࡱ üǞƟ ȝƟɻɻŒǊƟ
Œɻȅɻ Ǉȴɫ Œ ƌȴȣŒʉǩȴȣ ȴǇ ࡪࠇࠇࠌ࣊ ࡪࠇࠇࠇࡪࠈ࣊ ȴɫ ࠇࠇࠇࡪࠉ࣊ ƌȴȋȋŒɫɻࡱ

ࡦ üǞƟ ɧʞƟɻʉǩȴȣ ǩɻ ʿǞƟʉǞƟɫ ƌǩɻɠȋŒˈǩȣǊ Œ ɠǩƁʉʞɫƟ ǞŒƌ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ
ƌȴȣŒʉǩȴȣɻࡱ üǞƟ ɫŒʉƟ ȴǇ ɫƟɻɠȴȣɻƟ ǩɻ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻࡩ

ƌȴȣŒʉǩȴȣ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ࣰ ࠛ ࠛࠛࠟࡪࠝ ࠛࠛࠝࡪࠜ
ࣰ ࠠࠛࠛ ࠜࠣࠛࠛ ࠛࠛࠝࡪࠜ
ࣰ ࠛࠛࠛࡪࠜ ࠜࠝࠛࠛ ࠛࠛࠛࡪࠜ
ࣰ ࠛࠛࠛࡪࠝ ࠡࠛࠛ ࠡࠛࠛ

ࠉࠈ



üƟɻʉɻ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ `ǩɻǞƟɫࢪɻ ɻǞŒɫɠ ȣʞȋȋ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻࡩ

mࠇ : ĪࠇǦ = ĪࠈǦ → δǦ = ࠇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ = ,ࠈ ..., .

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ʉƟɻʉ ʉǞǩɻ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻࡪ ʿƟ ȣƟƟƌ Œ ʂƝɵʂ ɵʂŒʂǦɵʂǦƀࡩ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ
ࡪ3 Ī∗ Œȣƌ ĩ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʿǞǩƁǞ ʿƟ ƁŒȣ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩ˔Ɵ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ
ȣʞȋȋ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻࡱ üǞǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʿǩȋȋ ʉƟȋȋ ʞɻ Ǟȴʿࢧ ʞȣȋǩȅƟȋˈࢨ ǩɻ ȴʞɫ
ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ � ȣŒʉʞɫŒȋ ʉƟɻʉ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ǩɻ ʉǞƟ ŒŷɻȴȋʞʉƟ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ �üDࡪ ǩࡱƟࡪࡱ

óƊǦǅǅ =
∣∣∣Ê [Ī∗|3 = [ࠈ − Ê [Ī∗|3 = [ࠇ

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∑
Ǧ:3Ǧ=ࠈ Ī∗

Ǧ
ࠈ 

−
∑
Ǧ:3Ǧ=ࠇ Ī∗

Ǧ
ࠇ 

∣∣∣∣∣ .,

Œȣƌ ǞƟɫƟࡪ Ê [Ī∗|3 = [ࠈ = ࡪࠇࠇࠎ ʿǞǩȋƟ Ê [Ī∗|3 = [ࠈ = ࡱࠇࠌࠌ

ࠊࠈ



üƟɻʉɻ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ `ǩɻǞƟɫࢪɻ ɻǞŒɫɠ ȣʞȋȋ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻࡩ

mࠇ : ĪࠇǦ = ĪࠈǦ → δǦ = ࠇ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ = ,ࠈ ..., .

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ʉƟɻʉ ʉǞǩɻ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻࡪ ʿƟ ȣƟƟƌ Œ ʂƝɵʂ ɵʂŒʂǦɵʂǦƀࡩ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ
ࡪ3 Ī∗ Œȣƌ ĩ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ʿǞǩƁǞ ʿƟ ƁŒȣ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩ˔Ɵ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ
ȣʞȋȋ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻࡱ üǞǩɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ʿǩȋȋ ʉƟȋȋ ʞɻ Ǟȴʿࢧ ʞȣȋǩȅƟȋˈࢨ ǩɻ ȴʞɫ
ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ � ȣŒʉʞɫŒȋ ʉƟɻʉ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ǩɻ ʉǞƟ ŒŷɻȴȋʞʉƟ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ �üDࡪ ǩࡱƟࡪࡱ

óƊǦǅǅ =
∣∣∣Ê [Ī∗|3 = [ࠈ − Ê [Ī∗|3 = [ࠇ

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

∑
Ǧ:3Ǧ=ࠈ Ī∗

Ǧ
ࠈ 

−
∑
Ǧ:3Ǧ=ࠇ Ī∗

Ǧ
ࠇ 

∣∣∣∣∣ .,

Œȣƌ ǞƟɫƟࡪ Ê [Ī∗|3 = [ࠈ = ࡪࠇࠇࠎ ʿǞǩȋƟ Ê [Ī∗|3 = [ࠈ = ࡱࠇࠌࠌ

ࠊࠈ



üƟɻʉɻ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ �ȣȴʉǞƟɫ ʉƟɻʉ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ǩɻ ʉǞƟ ƁȋŒɻɻǩƁŒȋ ʉ࢙ɻʉŒʉǩɻʉǩƁࡪ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

óʂ−ɵʂŒʂ = óƊǦǅǅ/
√
ɵࠇࠉ/Ƞࠇ + ɵࠈࠉ/Ƞࠈ

ʿǞƟɫƟ ɵࠉƊ =
∑
Ǧ:3Ǧ=Ɗ

(
Ī∗
Ǧ − Ê [Ī∗|3 = Ɗ]

ࠉ(
/ (ȠƊ − ࡱ(ࠈ

ࠋࠈ



`ǩɻǞƟɫࢪɻ ɠ࢙ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ ȴʞɫ ƟˇŒȝɠȋƟ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ŒʉʉɫǩŷʞʉƟ ʉǞƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ࠇࠌࠌ Œȣƌ ࠇࠇࠎ ʉȴ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ
ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈ ŒȋȴȣƟࡲ ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƌȴ ɻȴࡪ ȴȣƟ ɻǞȴʞȋƌ ȋȴȴȅ Œʉ ʉǞƟ
ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ óƊǦǅǅ ʞȣƌƟɫ mࡱࠇ

ࠌࠈ



`ǩɻǞƟɫࢪɻ ɠ࢙ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ ȴʞɫ ƟˇŒȝɠȋƟ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƌȴ ʉǞǩɻࡪ ƁȴȣɻǩƌƟɫ Œȋȋ ʉǞƟ ƌɫŒʿɻ ȴǇ 5 ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠ ǩɻ ࡪࠇࠇࠇࡪࠋ Œȣƌ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ǌɫȴʞɠ ǩɻ
ࡱࠇࠇࠇࡪࠍ üǞƟɫƟ ŒɫƟ

(
ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ
ࠇࠇࠇ,ࠍ

)
ɻʞƁǞ ƌɫŒʿɻࡱ `ȴɫ ƟŒƁǞ ɫƟŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ࡪ5̃ ȋƟʉ ʞɻ

ƁȴȝɠʞʉƟ ʉǞƟ ʻŒȋʞƟ ȴǇ óƊǦǅǅ ʉǞŒʉ ȴȣƟ ʿȴʞȋƌ ǊƟʉ ǩǇ ʞɻǩȣǊ 5̃ ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ʉǞƟ
ŒƁʉʞŒȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ �ɻɻʞȝǩȣǊ ĪࠇǦ = ĪࠈǦ = Ī∗

Ǧ ࡪ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ǊƟʉ

ó̃ƊǦǅǅ =
∣∣∣∣∣∣

ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ∑
Ǧ=ࠈ Ī∗

Ǧ 3̃Ǧ∑ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ
Ǧ=ࠈ 3̃Ǧ

−
ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ∑
Ǧ=ࠈ Ī∗

Ǧ
(
−ࠈ 3̃Ǧ

)

ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ∑
Ǧ=ࠈ

(
−ࠈ 3̃Ǧ

)

∣∣∣∣∣∣
.

ࡦ īƟ Ɓȴʞȋƌ ɻǩȝʞȋŒʉƟ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ó̃ƊǦǅǅ Œȣƌ ƁȴȝɠŒɫƟ ʿǩʉǞ ʉǞƟ
ŒƁʉʞŒȋ ʻŒȋʞƟ ȴǇ óƊǦǅǅࡱ üǞƟ ɠ࢙ʻŒȋʞƟ ȴǇ ʉǞƟ ʉƟɻʉ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ Pr

(
ó̃ƊǦǅǅ ≥ óƊǦǅǅ

)
ࡱ

xǇ ʉǞƟ ɠ࢙ʻŒȋʞƟ ǩɻ ǞǩǊǞƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞƟ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ȋƟʻƟȋ αࡪ ʉǞƟȣ ʉǞƟ
ȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒȋʞƟ ȴǇ óƊǦǅǅ ǩɻ ʞȣʞɻʞŒȋࡪ Œȣƌ ʉǞƟɫƟǇȴɫƟ mࠇ ʿǩȋȋ ŷƟ ɫƟǽƟƁʉƟƌࡱ

ࠍࠈ



æƟɠƟŒʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡩ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ

æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʉǞƟ �üD ǩɻ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ʞȣƌƟɫ ɠƟɫǇƟƁʉ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ŷˈ ʉǞƟ
ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡪ ȣŒȝƟȋˈࡩ

�̂óB =

∑
Ǧ ĪࠈǦ 3Ǧ
Ƞࠈ

−
∑
Ǧ ĪࠇǦ −ࠈ) 3Ǧ)

Ƞࠇ
=

∑
Ǧ ĪࠈǦ 3Ǧ∑
Ǧ 3Ǧ

−
∑
Ǧ ĪࠇǦ −ࠈ) 3Ǧ)∑
Ǧ(ࠈ− 3Ǧ)

ʿǞƟɫƟ Ƞ = Ƞࠇ + Ƞࡱࠈ üǞǩɻ ǩɻ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻ ƁŒȋȋƟƌ ʉǞƟ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

ࠎࠈ



æƟɠƟŒʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡩ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ࢎࠉࢍ

ࡦ +ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Œɻ ǊǩʻƟȣࡪ ʿǞƟȣ ǩǇ 3̃ ƌɫŒʿȣ
ʞȣǩǇȴɫȝȋˈ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ɻƟʉ ,ࠇ}  {ࠈ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ∑Ǧ 3̃Ǧ = Ƞࡪࠈ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ
ʉǞƟ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ƁŒȣ ŷƟ ɻǞȴʿȣ ʉȴ ŷƟ

ğ  = ʻŒɫ
(
�̂óB

)
=

ࠈ
 − ࠈ

⎛

⎝ − Ƞࠈ
Ƞࠈ

σࠉ 
(
Īࠈ
)
+
 − (Ƞ− Ƞࠈ)

Ƞ− Ƞࠈ
σࠉ (Īࠇ)+ࠉσ 

(
Īࠈ, Īࠇ

)
⎞

⎠

ʿǞƟɫƟ   ≥ ࠋ ǩɻ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ʉǞƟ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣࡪ Ƞ ǩɻ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ
ʉǞƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ɻŒȝɠȋƟࡪ Ƞࠈ ≥ ࠉ ǩɻ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ʉǞȴɻƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡪ Œȣƌ Ƞ− Ƞࠈ ≥ ࠉ ʞȣǩʉɻ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩȣǊƟƌ ʉȴ
Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ oƟɫƟࡪ σࠉ

(
ĪƊ
)
= ʻŒɫ

(
ĪƊ
)
ࡱ

ࡦ £ƟˈȝŒȣ ɻǞȴʿƟƌ ʉǞŒʉ Œɻ   → ࡪ∞ ʿǩʉǞ Ƞ Œȣƌ Ƞࠈ ˨ˇƟƌࡪ
ʻŒɫ

(
�̂óB

)
→ ࠈ

Ƞࠈσ
ࠉ
 (Īࠈ) + ࠈ

Ƞ−Ƞࠈσ
ࠉ
 (Īࠇ)ࡱ

ࠏࠈ



æƟɠƟŒʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡩ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ࢎࠊࢍ

īǞƟȣ Ƞ = ࡪ  ʉǞƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ʻŒɫǩŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ɫƟƌʞƁƟɻ ʉȴࡩ

ğȠ = ʻŒɫ
(
�̂óBȠ

)
=

ࠈ
Ƞ− ࠈ

⎛

⎝Ƞ− Ƞࠈ
Ƞࠈ

σࠉȠ(Īࠈ) +
Ƞࠈ

Ƞ− Ƞࠈ
σࠉȠ(Īࠇ) + ,ࠈσȠ(Īࠉ Īࠇ)

⎞

⎠

£ƟˈȝŒȣ ɠɫȴɠȴɻƟƌ Œ ƁȴȣɻƟɫʻŒʉǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǊǩʻƟȣ

ğ̂ŒȠ =
Ƞ

Ƞ− ࠈ

⎛

⎝ σ̂ࠉȠ(Īࠈ)
Ƞࠈ

+
σ̂ࠉȠ(Īࠇ)
Ƞ− Ƞࠈ

⎞

⎠

ࠐࠈ



æƟɠƟŒʉƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊࡩ ŷȴʞȣƌɻ ȴȣ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣࡪ σࠉȠ(ĪƊ) ƁŒȣ ŷƟ ƟŒɻǩȋˈ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ
ƟȝɠǩɫǩƁŒȋȋˈ Ǉȴɫ Ɗ ∈ ,ࠇ} {ࠈ ŷˈ

ɵࠉƊ =
ࠈ

ȠƊ − ࠈ
∑

Ǧ:3Ǧ=Ɗ

(
Ī∗
Ǧ − Ī̄∗

Ɗ
ࠉ(

ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ σࠉȠ(Īࠈ, Īࠇ) ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ƟȝɠǩɫǩƁŒȋȋˈ ŷƟƁŒʞɻƟ ȴȣƟ
ȣƟʻƟɫ ɻǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻȋˈ ȴŷɻƟɫʻƟ ĪࠈǦ Œȣƌ ĪࠇǦ ࡱ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿǞƟȣ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ĪࠈǦ − ĪࠇǦ ǩɻ ƁȴȣɻʉŒȣʉࡪ ʉǞƟȣ σࠉȠ(Īࠈ, Īࡱ(ࠇ üǞǩɻ ǩɻ Œȣ ʞɠɠƟɫ
ŷȴʞȣƌ ȴȣ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ Œȣƌ ʉǞƟɫƟǇȴɫƟ ǩɻ ʞɻƟǇʞȋ Ǉȴɫ ƁȴȝɠʞʉǩȣǊ
ࢨƁȴȣɻƟɫʻŒʉǩʻƟࢧ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋɻࡱ üǞƟɫƟǇȴɫƟ

ʻŒɫ
(
�̂óB

)
≈ ğ̂ ƝˁȚŒȠ = ɵࠇࠉ

Ƞࠇ
+
ɵࠈࠉ
Ƞࠈ

ࠇࠉ



£ƟˈȝŒȣ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋɻ

īǞˈ ǩɻ ʉǞǩɻ ƁȴȣɻƟɫʻŒʉǩʻƟࠈࡲ ´ȣƟ ƁŒȣ ɻǞȴʿࡩ

E
(
ğ̂ ƝˁȚŒȠ − ğȠ

)
=

ࠈ
Ƞ− ࠈ

[
σࠉȠ(Īࠈ) + σࠉȠ(Īࠇ) − ,ࠈσȠ(Īࠉ Īࠇ)

]
≥ ࠇ

oƟȣƁƟࡪ Œ ƁȴȣɻƟɫʻŒʉǩʻƟ हࠇࠐ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋ Ǉȴɫ ʉǞƟ �üD ǩɻ
[
�̂óB− ࠌࠋࠍ.ࠈ

√
ğ̂ ƝˁȚŒȠ, �̂óB+ ࠌࠋࠍ.ࠈ

√
ğ̂ ƝˁȚŒȠ

]
.

ðƟƟࠈ �ɫȴȣȴʿ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠋࠈࠇࠉࢍ Ǉȴɫ ȝȴɫƟ ƌƟʉŒǩȋ ȴȣ ʉǞǩɻ ƌƟɫǩʻŒʉǩȴȣࡱ
ࠈࠉ

https://projecteuclid.org/euclid.aos/1400592645


�ǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ Œȣƌ ʉǞƟ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ࢎࠈࢍ

xȣ ʉǞƟ ɻƟʉʉǩȣǊ ȴǇ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ Œ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ɫƟƁŒȋȋ ʉǞƟ ȋǩȣƟŒɫ
ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒʉǩȴȣ

Ī∗
Ǧ = α + τ3Ǧ + β′ĩǦ + εǦ

Œȣƌ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ´�ð ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ
(
α̂, τ̂ , β̂

)
ࡪ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

min
α,τ,β

Ê
[
(Ī∗

Ǧ − α − τ3Ǧ − β′ĩǦ)ࠉ
]

,

ʿǩʉǞ (α∗, τ ∗, β∗) ʉǞƟǩɫ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ŒȣŒȋȴǊࡪ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ŒʻƟɫŒǊƟ Ê ǩɻ
ɫƟɠȋŒƁƟƌ ŷˈ ʉǞƟ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ E ࡱƟࡱǩࢍ   → ࡱࢎ∞+

ࠉࠉ



�ǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ Œȣƌ ʉǞƟ £ƟˈȝŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ࢎࠉࢍ

ࡦ üǞƟȣ τ ∗ = �óB = E [ĪࠈǦ − ĪࠇǦ ࡪ[ Œȣƌ
√
  (τ̂ − τ ∗) ⇒  

(
,ࠇ ğ®�è

)

ʿǞƟɫƟ

ğ®�è =
E
[
(3Ǧ − E [3Ǧ])ࠉ (Ī∗

Ǧ − α∗ − τ ∗3Ǧ − β∗′ĩǦ)ࠉ
]

E [3Ǧ]ࠉ E −ࠈ] 3Ǧ]ࠉ
.

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ ğ̂ ƝˁȚŒȠ ʻǩŒ ´�ð ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȣȴ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡱ

ࠊࠉ



oȴʿ ࢨƁȴȣɻƟɫʻŒʉǩʻƟࢧ ǩɻ ǩʉࡲ

ࡦ ðǞȴɫʉ ŒȣɻʿƟɫࡩ ƁŒȣ ŷƟ ʻƟɫˈ
ࡦ ȣƟˇʉ oī ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ˈȴʞ ǩȣɻɠƟƁʉ ʉǞǩɻ ǇŒƁʉ ǇʞɫʉǞƟɫ

ࠋࠉ



xȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ʉȴ ƌƟŒȋ ʿǩʉǞ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫࠉ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ࠍ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻࡪ ʉŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ �Œ�ȴȣƌƟ
ƌŒʉŒɻƟʉࡩ

Ǧ ĪࠇǦ ĪࠈǦ 3Ǧ Ī∗
Ǧ

ࠈ ࠛ ࡲ ࠛ ࠛ
ࠉ ࡲ ࠤࡱࠤ ࠜ ࠤࡱࠤ
ࠊ ࠟࡱࠝࠜ ࡲ ࠛ ࠟࡱࠝࠜ
ࠋ ࡲ ࠡࡱࠞ ࠜ ࠡࡱࠞ
ࠌ ࠛ ࡲ ࠛ ࠛ
ࠍ ࡲ ࠤࡱࠟࠝ ࠜ ࠤࡱࠟࠝ

ࡦ üǞƟ ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ˈǩƟȋƌɻ δȠŒǦʴƝ = ࡱࠎࠍ.ࠏ
Ǉ+ࠉ xæࡪ +Ǟࡱ ࡱࠋࡱࠏ

ࠌࠉ



�ȴƌƟȋ࢙ŷŒɻƟƌ ǩȝɠʞʉŒʉǩȴȣࡩ #ŒˈƟɻǩŒȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ ʿƟ ǞŒʻƟ Œ ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ xǇ θ ǩɻ ʉǞƟ
ɠŒɫŒȝƟʉƟɫࡪ ŒɻɻʞȝƟƌ ʉȴ ŷƟ ƌɫŒʿȣ Ǉɫȴȝ Œ ɠɫǩȴɫ ɛ (θ)ࡪ (ĳࠇ,ĳࠈ) ǩɻ ʉǞƟ
ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡪ Œȣƌ ǩǇ 5 ǩɻ ʉǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻࡪ
Œȣƌ ǅ (ĳࠇ,ĳࠈ|θ) ǩɻ ŒɻɻʞȝƟƌ ʉȴ ŷƟ ȅȣȴʿȣࡱ

ࡦ `ʞɫʉǞƟɫࡪ ŷƟƁŒʞɻƟ ʿƟ ŒɫƟ ʞȣƌƟɫ ƁȴȝɠȋƟʉƟ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ȴȣƟ ǞŒɻ

ǅ (ĳࠇ,ĳ5,ࠈ|θ) = ǅ (ĳࠇ,ĳࠈ|θ) ǅ (5) ,

ʿǞǩƁǞ ʿǩȋȋ ŷƟ ȴʞɫ ŷŒɻǩɻ Ǉȴɫ ƌȴǩȣǊ #ŒˈƟɻǩŒȣ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ǩȣ
ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡪ ʉǞǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ʿȴʞȋƌ ȣȴʉ Ǟȴȋƌࡱ

ࡦ īƟࢪȋȋ ƌƟȣȴʉƟ ĳ− Ǉȴɫ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒࡱ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ Ī−
Ǧ = Ī3−ࠈǦǦ ∀ Ǧࡱ

ࠍࠉ



#ŒˈƟɻǩŒȣ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ �üD

ࡦ ðʉƟɠ ࡩࠈ +ȴȝɠʞʉƟ ǅ (ĳ−|ĳ∗,5, θ)ࡱ
ࡦ ðʉƟɠ ࡩࠉ +ȴȝɠʞʉƟ ǅ (θ|ĳ∗,5)ࡱ
ࡦ ðʉƟɠ ࡩࠊ +ȴȝɠʞʉƟ ǅ (ĳ−|ĳ∗,5)ࡱ
ࡦ ðʉƟɠ ࡩࠋ xǇ ʉǞƟ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉ ǩɻ τ = τ (ĳࠇ,ĳ5,ࠈ) = τ (ĳ−,ĳ∗,5)ࡪ
ʉǞƟȣ ǩʉɻ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ǩȣǇƟɫɫƟƌ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ǅ (ĳ−|ĳ∗,5)ࡱ

ࠎࠉ



xȣǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ȴʞɫ ƟˇŒȝɠȋƟ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ (Īࠇ, Īࠈ) ∼ N
⎛

⎝(µࠇ, µࠈ) ,

⎛

ࠇࠇࠈ⎝ ࠇ
ࠇ ࠋࠍ

⎞

⎠

⎞

⎠ ʿǞƟɫƟ θ = (µࠇ, µࡱ(ࠈ

ࡦ üǞƟ ɠɫǩȴɫ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ Ǉȴɫ θ ǩɻ N
⎛

(ࠇ,ࠇ)⎝ ,

⎛

ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ⎝ ࠇ
ࠇ ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ

⎞

⎠

⎞

ࡱ⎠

ࡦ üǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ǩɻ

Pr (5 = ƌ|ĳ, θ) =

(
 
ࠈ 

ࠈ−(
ࠈ
⎧
⎨

⎩

 ∑

Ǧ=ࠈ
ƊǦ = ࠈ 

⎫
⎬

⎭

ࠏࠉ



�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ɻʉƟɠ ࠈ

ࡦ +ȴȝɠʞʉƟ ǅ (ĳ−|ĳ∗,5, θ)ࡱ
ࡦ �ƟʉʉǩȣǊ Ī− ŷƟ ʉǞƟ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ī−
ࠈ
Ī−
ࠉ
Ī−
ࠊ
Ī−
ࠋ
Ī−
ࠌ
Ī−
ࠍ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

|ĳ∗,5, µࠇ, µࠈ ∼ N

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

µࠈ

µࠇ

µࠈ

µࠇ

µࠈ

µࠇ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ࠋࠍ
ࠇࠇࠈ ࠇ

ࠋࠍ
ࠇࠇࠈ

ࠇ ࠋࠍ
ࠇࠇࠈ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ࠐࠉ



�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ɻʉƟɠ ࠉ

ࡦ £Ɵˇʉࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƁȴȝɠʞʉƟ ǅ (θ|ĳ∗,5)ࡱ
ࡦ oƟɫƟࡪ (

µࠇ

µࠈ

)

|ĳ∗,5 ∼N (E [µ|ĳ∗,5] ,V [µ|ĳ∗,5])

ʿǞƟɫƟ

E [µ|ĳ∗,5] =
(Ê [Ī∗|3 = [ࠇ ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ.ࠇ 

ࠇࠇࠈ+ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ.ࠇ 

Ê [Ī∗|3 = [ࠈ ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ.ࠈ 
ࠇࠇࠈ+ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ.ࠈ 

)

Œȣƌ

V [µ|ĳ∗,5] =
⎛

⎝
ࠈ

ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ/ࠈ+ࠇࠇࠈ/ࠇ  ࠇ
ࠇ ࠈ

ࠇࠇࠇ,ࠇࠈ/ࠈ+ࠋࠍ/ࠈ 

⎞

⎠

ࡦ oƟȣƁƟ (
µࠇ

µࠈ

)

|ĳ∗,5 ∼N
⎛

⎝
(
ࠈ.ࠋ
ࠏ.ࠉࠈ

)

,

⎛

ࠏ.ࠌ⎝
ࠉ ࠇ

ࠇ ࠉࠍ.ࠋ

⎞

⎠

⎞

⎠ .

ࠇࠊ



�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ɻʉƟɠ ࠊ

ࡦ #ˈ ƁȴȝŷǩȣǩȣǊ ǅ (θ|ĳ∗,5) Œȣƌ ǅ (ĳ−|ĳ∗,5, θ)ࡪ ʿƟ ˨ȣƌ ǅ (ĳ−|ĳ∗,5)ࡱ oƟɫƟࡩ
⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ī−
ࠈ
Ī−
ࠉ
Ī−
ࠊ
Ī−
ࠋ
Ī−
ࠌ
Ī−
ࠍ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

|ĳ∗,5 ∼ N

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ࠏ.ࠉࠈ
ࠈ.ࠋ
ࠏ.ࠉࠈ
ࠈ.ࠋ
ࠏ.ࠉࠈ
ࠈ.ࠋ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ࠊ.ࠌࠏ ࠇ ࠊ.ࠈࠉ ࠇ ࠊ.ࠈࠉ ࠇ
ࠇ ࠉ.ࠊࠊࠈ ࠇ ࠉ.ࠊࠊ ࠇ ࠉ.ࠊࠊ
ࠊ.ࠈࠉ ࠇ ࠊ.ࠌࠏ ࠇ ࠊ.ࠈࠉ ࠇ
ࠇ ࠉ.ࠊࠊ ࠇ ࠉ.ࠊࠊࠈ ࠇ ࠉ.ࠊࠊ
ࠊ.ࠈࠉ ࠇ ࠊ.ࠈࠉ ࠇ ࠊ.ࠌࠏ ࠇ
ࠇ ࠉ.ࠊࠊ ࠇ ࠉ.ࠊࠊ ࠇ ࠉ.ࠊࠊࠈ

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ࠈࠊ



�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ɻʉƟɠ ࠋ

ࡦ üǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ȝƟŒɻʞɫƟƌ ŷˈ

ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ
(ĪࠈǦ − ĪࠇǦ ) =

ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ
−ࠈ) (3Ǧࠉ Ī−

Ǧ +
ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ
3Ǧࠉ) − (ࠈ Ī∗

Ǧ ,

ʿǞȴɻƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ƁŒȣ ŷƟ ɠɫȴʻǩƌƟƌ ʞɻǩȣǊ ǅ (ĳ−|ĳ∗,5)ࡱ
ࡦ ´ȣƟ ǞŒɻ

ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ
(ĪࠈǦ − ĪࠇǦ ) ∼ N ,ࠎ.ࠏ) (ࠉࠉ.ࠌ .

ࠉࠊ



DˇŒȝɠȋƟɻ Ǉɫȴȝ ɫƟŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࠊࠊ



+ŒɻƟ ࡩࠈ �Œŷȴɫ �ŒɫȅƟʉ 5ǩɻƁɫǩȝǩȣŒʉǩȴȣ

ࡦ üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ #ƟɫʉɫŒȣƌ ࡱ� Œȣƌ �ʞȋȋŒǩȣŒʉǞŒȣ ðࡱ ࡱࢎࠋࠇࠇࠉࢍ �ɫƟࢧ Dȝǩȋˈ Œȣƌ
cɫƟǊ �ȴɫƟ DȝɠȋȴˈŒŷȋƟ üǞŒȣ �ŒȅǩɻǞŒ Œȣƌ �ŒȝŒȋࡲ � `ǩƟȋƌ DˇɠƟɫǩȝƟȣʉ
ȴȣ �Œŷȴɫ �ŒɫȅƟʉ 5ǩɻƁɫǩȝǩȣŒʉǩȴȣࢨ �ȚƝɥǦƀŒȠ BƀȰȠȰȚǦƀ ßƝʴǦƝʸࡱ

ࡦ �ŷɻʉɫŒƁʉࡩ īƟࢧ ɻʉʞƌˈ ɫŒƁƟ ǩȣ ʉǞƟ ȋŒŷȴɫ ȝŒɫȅƟʉ ŷˈ ɻƟȣƌǩȣǊ ˨Ɓʉǩʉǩȴʞɻ
ɫƟɻʞȝƟɻ ʉȴ ǞƟȋɠ࢙ʿŒȣʉƟƌ Œƌɻ ǩȣ #ȴɻʉȴȣ Œȣƌ +ǞǩƁŒǊȴ ȣƟʿɻɠŒɠƟɫɻࡱ üȴ
ȝŒȣǩɠʞȋŒʉƟ ɠƟɫƁƟǩʻƟƌ ɫŒƁƟࡪ ɫƟɻʞȝƟɻ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ
�ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ࢙ ȴɫ īǞǩʉƟ࢙ɻȴʞȣƌǩȣǊ ȣŒȝƟɻࡱ īǞǩʉƟ ȣŒȝƟɻ ɫƟƁƟǩʻƟ
ࠇࠌ ɠƟɫƁƟȣʉ ȝȴɫƟ ƁŒȋȋŷŒƁȅɻ Ǉȴɫ ǩȣʉƟɫʻǩƟʿɻࡱ +ŒȋȋŷŒƁȅɻ ŒɫƟ Œȋɻȴ ȝȴɫƟ
ɫƟɻɠȴȣɻǩʻƟ ʉȴ ɫƟɻʞȝƟ ɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ īǞǩʉƟ ȣŒȝƟɻ ʉǞŒȣ Ǉȴɫ
�ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ ȴȣƟɻࡱ üǞƟ ɫŒƁǩŒȋ ǊŒɠ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝ ŒƁɫȴɻɻ ȴƁƁʞɠŒʉǩȴȣࡪ
ǩȣƌʞɻʉɫ ࡪ̍ Œȣƌ ƟȝɠȋȴˈƟɫ ɻǩ˔Ɵࡱ īƟ Œȋɻȴ ˨ȣƌ ȋǩʉʉȋƟ ƟʻǩƌƟȣƁƟ ʉǞŒʉ
ƟȝɠȋȴˈƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣǇƟɫɫǩȣǊ ɻȴƁǩŒȋ ƁȋŒɻɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȣŒȝƟɻࡱ 5ǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒȋ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷˈ ɫŒƁƟ ɻʉǩȋȋ ŒɠɠƟŒɫɻ ʉȴ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ɠɫȴȝǩȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ċࡱðࡱ ȋŒŷȴɫ
ȝŒɫȅƟʉࢨࡱ

ࠋࠊ



+ŒɻƟ ࡩࠈ �Œŷȴɫ �ŒɫȅƟʉ 5ǩɻƁɫǩȝǩȣŒʉǩȴȣ

ࡦ üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ #ƟɫʉɫŒȣƌ ࡱ� Œȣƌ �ʞȋȋŒǩȣŒʉǞŒȣ ðࡱ ࡱࢎࠋࠇࠇࠉࢍ �ɫƟࢧ Dȝǩȋˈ Œȣƌ
cɫƟǊ �ȴɫƟ DȝɠȋȴˈŒŷȋƟ üǞŒȣ �ŒȅǩɻǞŒ Œȣƌ �ŒȝŒȋࡲ � `ǩƟȋƌ DˇɠƟɫǩȝƟȣʉ
ȴȣ �Œŷȴɫ �ŒɫȅƟʉ 5ǩɻƁɫǩȝǩȣŒʉǩȴȣࢨ �ȚƝɥǦƀŒȠ BƀȰȠȰȚǦƀ ßƝʴǦƝʸࡱ

ࡦ �ŷɻʉɫŒƁʉࡩ īƟࢧ ɻʉʞƌˈ ɫŒƁƟ ǩȣ ʉǞƟ ȋŒŷȴɫ ȝŒɫȅƟʉ ŷˈ ɻƟȣƌǩȣǊ ˨Ɓʉǩʉǩȴʞɻ
ɫƟɻʞȝƟɻ ʉȴ ǞƟȋɠ࢙ʿŒȣʉƟƌ Œƌɻ ǩȣ #ȴɻʉȴȣ Œȣƌ +ǞǩƁŒǊȴ ȣƟʿɻɠŒɠƟɫɻࡱ üȴ
ȝŒȣǩɠʞȋŒʉƟ ɠƟɫƁƟǩʻƟƌ ɫŒƁƟࡪ ɫƟɻʞȝƟɻ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ
�ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ࢙ ȴɫ īǞǩʉƟ࢙ɻȴʞȣƌǩȣǊ ȣŒȝƟɻࡱ īǞǩʉƟ ȣŒȝƟɻ ɫƟƁƟǩʻƟ
ࠇࠌ ɠƟɫƁƟȣʉ ȝȴɫƟ ƁŒȋȋŷŒƁȅɻ Ǉȴɫ ǩȣʉƟɫʻǩƟʿɻࡱ +ŒȋȋŷŒƁȅɻ ŒɫƟ Œȋɻȴ ȝȴɫƟ
ɫƟɻɠȴȣɻǩʻƟ ʉȴ ɫƟɻʞȝƟ ɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ īǞǩʉƟ ȣŒȝƟɻ ʉǞŒȣ Ǉȴɫ
�ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ ȴȣƟɻࡱ üǞƟ ɫŒƁǩŒȋ ǊŒɠ ǩɻ ʞȣǩǇȴɫȝ ŒƁɫȴɻɻ ȴƁƁʞɠŒʉǩȴȣࡪ
ǩȣƌʞɻʉɫ ࡪ̍ Œȣƌ ƟȝɠȋȴˈƟɫ ɻǩ˔Ɵࡱ īƟ Œȋɻȴ ˨ȣƌ ȋǩʉʉȋƟ ƟʻǩƌƟȣƁƟ ʉǞŒʉ
ƟȝɠȋȴˈƟɫɻ ŒɫƟ ǩȣǇƟɫɫǩȣǊ ɻȴƁǩŒȋ ƁȋŒɻɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȣŒȝƟɻࡱ 5ǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒȋ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŷˈ ɫŒƁƟ ɻʉǩȋȋ ŒɠɠƟŒɫɻ ʉȴ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ɠɫȴȝǩȣƟȣʉ ǩȣ ʉǞƟ ċࡱðࡱ ȋŒŷȴɫ
ȝŒɫȅƟʉࢨࡱ ࠋࠊ



DˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣࡩ ɫƟɻʞȝƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ `ǩƟȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡩ +Ĩ ɻƟȣʉ ǩȣ ɫƟɻɠȴȣɻƟ ʉȴ ǞƟȋɠ࢙ʿŒȣʉƟƌ Œƌɻ ǩȣ #ȴɻʉȴȣ
Œȣƌ +ǞǩƁŒǊȴ ȣƟʿɻɠŒɠƟɫɻࡱ ðŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ ࡱࠇࠇࠊࡪࠈ

ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵ ȴʻƟɫ ɫŒƁƟ ɠƟɫƁƟɠʉǩȴȣࡩ īǞǩʉƟ࢙ɻȴʞȣƌǩȣǊ ȣŒȝƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ Dȝǩȋˈ
īŒȋɻǞ ȴɫ cɫƟǊ #ŒȅƟɫࢎ ŒɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ʉȴ ǞŒȋǇ ȴǇ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ
Œȣƌ �ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ࢙ɻȴʞȣƌǩȣǊ ȣŒȝƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ �ŒȅǩɻǞŒ īŒɻǞǩȣǊʉȴȣ ȴɫ
�ŒȝŒȋ �ȴȣƟɻࢎ ʉȴ ʉǞƟ ȴʉǞƟɫ ǞŒȋǇࡱ

ࡦ æƟɻʞȝƟ ɧʞŒȋǩʉˈ ǩɻ Œȋɻȴ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋȋˈ ʻŒɫǩƟƌ ǩȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ʞȣƌƟɫɻʉŒȣƌ
Ǟȴʿ ɫŒƁƟ ɠƟɫƁƟɠʉǩȴȣ ŒǇǇƟƁʉɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࢪɻ ȴʉǞƟɫ
ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻࡱ

ࠌࠊ



#ɫǩƟǇ ŒɻǩƌƟ

üǞƟɫƟ ǩɻ Œ ȋǩʉƟɫŒʉʞɫƟ Œŷȴʞʉ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ɻƟƟȝǩȣǊȋˈ
ǩȝȝʞʉŒŷȋƟࢧ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻࠊࢨࡱ

īǞˈ ǩɻ ǩɻ ɫŒƁƟ Œȣ ǩȣʉƟɫƟɻʉǩȣǊ ƁŒʞɻŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡲ

ࡪðƟƟࠊ Ǉȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ cɫƟǩȣƟɫ Œȣƌ æʞŷǩȣ ࢎࠈࠈࠇࠉࢍ Œȣƌ ðƟȣ Œȣƌ īŒɻȴʿ ࢎࠍࠈࠇࠉࢍ Ǉȴɫ ȝȴɫƟ ȴȣ
ʉǞƟɻƟ ɻʞŷǽƟƁʉɻࡱ

ࠍࠊ

https://www.mitpressjournals.org/doi/abs/10.1162/REST_a_00110
http://www.annualreviews.org/doi/abs/10.1146/annurev-polisci-032015-010015


æƟɻʞȋʉɻ ȴǇ ɫƟɻʞȝƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ �ɠɠȋǩƁŒȣʉɻ ʿǩʉǞ īǞǩʉƟ ȣŒȝƟɻࡩ ࠇࠈ +Ĩɻ Ǉȴɫ Œ ƁŒȋȋŷŒƁȅࡱ īǩʉǞ
�ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ ȣŒȝƟɻࡩ Ĩɻ+ࠌࠈ Ǉȴɫ Œ ƁŒȋȋŷŒƁȅࡱ

ࡦ üǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ Œ ǞǩǊǞƟɫ࢙ɧʞŒȋǩʉˈ ɫƟɻʞȝƟ ȴȣ ƁŒȋȋŷŒƁȅ ɫŒʉƟ ǩɻ ɻȝŒȋȋƟɫ Ǉȴɫ
�ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ ȣŒȝƟɻࡱ �ƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ ʉǞƟ ŒʞʉǞȴɫɻࡩ īǞǩȋƟࢧ ȴȣƟ ȝŒˈ
ǞŒʻƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ǩȝɠɫȴʻƟƌ ƁɫƟƌƟȣʉǩŒȋɻ ʉȴ ŒȋȋƟʻǩŒʉƟ ƟȝɠȋȴˈƟɫɻࢪ ǇƟŒɫ ʉǞŒʉ
�ǇɫǩƁŒȣ࢙�ȝƟɫǩƁŒȣ ŒɠɠȋǩƁŒȣʉɻ ŒɫƟ ƌƟ˨ƁǩƟȣʉ ǩȣ ɻȴȝƟ ʞȣȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟ
ɻȅǩȋȋɻࡪ ʉǞǩɻ ǩɻ ȣȴʉ ʉǞƟ ƁŒɻƟ ǩȣ ȴʞɫ ƌŒʉŒࢨࡱ

ࠎࠊ



+ŒȋȋŷŒƁȅɻ ɫŒʉƟɻ ŷˈ ɫŒƁǩŒȋ ɻȴʞȣƌǩȣǊȣƟɻɻ ȴǇ ȣŒȝƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ ࠏࠊ



+ŒȋȋŷŒƁȅɻ ɫŒʉƟɻ ŷˈ ɫŒƁǩŒȋ ɻȴʞȣƌǩȣǊȣƟɻɻ Œȣƌ ɫƟɻʞȝƟ ɧʞŒȋǩʉˈ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ࠐࠊ



DǇǇƟƁʉ ȴǇ ɫƟɻʞȝƟ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩɻʉǩƁɻ ȴȣ ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ȴǇ ƁŒȋȋŷŒƁȅ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ࠇࠋ



+ŒɻƟ ࡩࠉ c´üĨ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ cƟɫŷƟɫ Œȣƌ cɫƟƟȣ ࡱࢎࠇࠇࠇࠉࢍ üǞƟࢧ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ +ŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ
üƟȋƟɠǞȴȣƟ +Œȋȋɻࡪ Œȣƌ 5ǩɫƟƁʉ �Œǩȋ ȴȣ ĨȴʉƟɫ üʞɫȣȴʞʉࡩ � `ǩƟȋƌ
DˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪࢨ �ȚƝɥǦƀŒȠ ØȰȈǦʂǦƀŒȈ èƀǦƝȠƀƝ ßƝʴǦƝʸࡱ

ࡦ �ŷɻʉɫŒƁʉࡩ īƟ ɫƟɠȴɫʉ ʉǞƟ ɫƟɻʞȋʉɻ ȴǇ Œ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ˨ƟȋƌƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ
ǩȣʻȴȋʻǩȣǊ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ࠇࠇࠇࡪࠇࠊ ɫƟǊǩɻʉƟɫƟƌ ʻȴʉƟɫɻ ǩȣ £Ɵʿ oŒʻƟȣࡪ
+ȴȣȣƟƁʉǩƁʞʉࡱ £ȴȣɠŒɫʉǩɻŒȣ ǊƟʉ࢙ȴʞʉ࢙ʉǞƟ࢙ʻȴʉƟ ȝƟɻɻŒǊƟɻ ʿƟɫƟ ƁȴȣʻƟˈƟƌ
ʉǞɫȴʞǊǞ ɠƟɫɻȴȣŒȋ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ƌǩɫƟƁʉ ȝŒǩȋࡪ Œȣƌ ʉƟȋƟɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻ ɻǞȴɫʉȋˈ
ŷƟǇȴɫƟ ʉǞƟ £ȴʻƟȝŷƟɫ ࠏࠐࠐࠈ ƟȋƟƁʉǩȴȣࡱ � ʻŒɫǩƟʉˈ ȴǇ ɻʞŷɻʉŒȣʉǩʻƟ
ȝƟɻɻŒǊƟɻ ʿƟɫƟ ʞɻƟƌࡱ ĨȴʉƟɫ ʉʞɫȣȴʞʉ ʿŒɻ ǩȣƁɫƟŒɻƟƌ ɻʞŷɻʉŒȣʉǩŒȋȋˈ ŷˈ
ɠƟɫɻȴȣŒȋ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ɻȋǩǊǞʉȋˈ ŷˈ ƌǩɫƟƁʉ ȝŒǩȋࡪ Œȣƌ ȣȴʉ Œʉ Œȋȋ ŷˈ
ʉƟȋƟɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻࡱ üǞƟɻƟ ˨ȣƌǩȣǊɻ ɻʞɠɠȴɫʉ ȴʞɫ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ȋȴȣǊ࢙ʉƟɫȝ ɫƟʉɫƟȣƁǞȝƟȣʉ ǩȣ ʻȴʉƟɫ ʉʞɫȣȴʞʉ ǩɻ ɠŒɫʉȋˈ ŒʉʉɫǩŷʞʉŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ
ƌƟƁȋǩȣƟ ǩȣ ǇŒƁƟ࢙ʉȴ࢙ǇŒƁƟ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ȝȴŷǩȋǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

ࠈࠋ



+ŒɻƟ ࡩࠉ c´üĨ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ cƟɫŷƟɫ Œȣƌ cɫƟƟȣ ࡱࢎࠇࠇࠇࠉࢍ üǞƟࢧ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ +ŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ
üƟȋƟɠǞȴȣƟ +Œȋȋɻࡪ Œȣƌ 5ǩɫƟƁʉ �Œǩȋ ȴȣ ĨȴʉƟɫ üʞɫȣȴʞʉࡩ � `ǩƟȋƌ
DˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪࢨ �ȚƝɥǦƀŒȠ ØȰȈǦʂǦƀŒȈ èƀǦƝȠƀƝ ßƝʴǦƝʸࡱ

ࡦ �ŷɻʉɫŒƁʉࡩ īƟ ɫƟɠȴɫʉ ʉǞƟ ɫƟɻʞȋʉɻ ȴǇ Œ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ˨ƟȋƌƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ
ǩȣʻȴȋʻǩȣǊ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ ࠇࠇࠇࡪࠇࠊ ɫƟǊǩɻʉƟɫƟƌ ʻȴʉƟɫɻ ǩȣ £Ɵʿ oŒʻƟȣࡪ
+ȴȣȣƟƁʉǩƁʞʉࡱ £ȴȣɠŒɫʉǩɻŒȣ ǊƟʉ࢙ȴʞʉ࢙ʉǞƟ࢙ʻȴʉƟ ȝƟɻɻŒǊƟɻ ʿƟɫƟ ƁȴȣʻƟˈƟƌ
ʉǞɫȴʞǊǞ ɠƟɫɻȴȣŒȋ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ƌǩɫƟƁʉ ȝŒǩȋࡪ Œȣƌ ʉƟȋƟɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻ ɻǞȴɫʉȋˈ
ŷƟǇȴɫƟ ʉǞƟ £ȴʻƟȝŷƟɫ ࠏࠐࠐࠈ ƟȋƟƁʉǩȴȣࡱ � ʻŒɫǩƟʉˈ ȴǇ ɻʞŷɻʉŒȣʉǩʻƟ
ȝƟɻɻŒǊƟɻ ʿƟɫƟ ʞɻƟƌࡱ ĨȴʉƟɫ ʉʞɫȣȴʞʉ ʿŒɻ ǩȣƁɫƟŒɻƟƌ ɻʞŷɻʉŒȣʉǩŒȋȋˈ ŷˈ
ɠƟɫɻȴȣŒȋ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ɻȋǩǊǞʉȋˈ ŷˈ ƌǩɫƟƁʉ ȝŒǩȋࡪ Œȣƌ ȣȴʉ Œʉ Œȋȋ ŷˈ
ʉƟȋƟɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻࡱ üǞƟɻƟ ˨ȣƌǩȣǊɻ ɻʞɠɠȴɫʉ ȴʞɫ ǞˈɠȴʉǞƟɻǩɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ
ȋȴȣǊ࢙ʉƟɫȝ ɫƟʉɫƟȣƁǞȝƟȣʉ ǩȣ ʻȴʉƟɫ ʉʞɫȣȴʞʉ ǩɻ ɠŒɫʉȋˈ ŒʉʉɫǩŷʞʉŒŷȋƟ ʉȴ ʉǞƟ
ƌƟƁȋǩȣƟ ǩȣ ǇŒƁƟ࢙ʉȴ࢙ǇŒƁƟ ɠȴȋǩʉǩƁŒȋ ȝȴŷǩȋǩ˔Œʉǩȴȣࡱ

ࠈࠋ



DˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣࡩ c´üĨ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ Ƞ ≈ ࠇࠇࠇ,ࠇࠊ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ǩȣ £Ɵʿ oŒʻƟȣࡪ +üࡱ
ࡦ æŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣ ǞȴʞɻƟǞȴȋƌɻ ǩȣʉȴ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻࡩ ȝŒǩȋࡪ
ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ƁȴȣʉŒƁʉࡪ ɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋࡱ

ࡦ ðȴȝƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ȝʞȋʉǩɠȋƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻ
ɻǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻȋ ࡱ̍ īƟ ʿǩȋȋ ǩǊȣȴɫƟ ʉǞƟɻƟ Ǉȴɫ ȣȴʿࡪ ŷʞʉ ʉǞǩɻ ƁŒȣ ƁǞŒȣǊƟ
ʉǞƟ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ DࡱǊࡪࡱ #ȋŒƁȅʿƟȋȋ ࡱࢎࠎࠈࠇࠉࢍ

ࡦ īǩʉǞǩȣ ƟŒƁǞ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œɫȝࡪ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȝƟɻɻŒǊƟɻ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ƁǩʻǩƁ ƌʞʉ ࡪ̍ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌ ɻȴȋǩƌŒɫǩʉ ࡪ̍ ƁȋȴɻƟ ƟȋƟƁʉǩȴȣࡪࢎ Œȣƌ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ƌȴɻŒǊƟɻࡱ

ࠉࠋ

http://www.mattblackwell.org/files/papers/joint-iv.pdf


+ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ `ȴɫ ɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ɠǞȴȣƟ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ

ࡦ `ȴɫ ǩȣ࢙ɠƟɫɻȴȣ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ƌȴȴɫ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ
ࡦ üǞȴɻƟ ʉǞŒʉ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ȝŒǩȋƟɫɻ ǞŒʻƟ ȣȴ ȝƟŒɻʞɫƟɻ ȴǇ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȅȣȴʿ ǩǇ ʉǞƟˈ ƌǩƌࡷƌǩƌȣࢪʉ ɫƟŒƌࡱࢎ

�ȴɫƟȴʻƟɫࡪ ƌȴ ʿƟ ʉǞǩȣȅ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ɫƟɻɠƟƁʉ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ
ŒƁɫȴɻɻ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œɫȝɻࡲ

ࠊࠋ



+ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ `ȴɫ ɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ɠǞȴȣƟ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ
ࡦ `ȴɫ ǩȣ࢙ɠƟɫɻȴȣ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ƌȴȴɫ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ

ࡦ üǞȴɻƟ ʉǞŒʉ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ȝŒǩȋƟɫɻ ǞŒʻƟ ȣȴ ȝƟŒɻʞɫƟɻ ȴǇ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȅȣȴʿ ǩǇ ʉǞƟˈ ƌǩƌࡷƌǩƌȣࢪʉ ɫƟŒƌࡱࢎ

�ȴɫƟȴʻƟɫࡪ ƌȴ ʿƟ ʉǞǩȣȅ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ɫƟɻɠƟƁʉ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ
ŒƁɫȴɻɻ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œɫȝɻࡲ

ࠊࠋ



+ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ `ȴɫ ɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ɠǞȴȣƟ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ
ࡦ `ȴɫ ǩȣ࢙ɠƟɫɻȴȣ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ƌȴȴɫ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ
ࡦ üǞȴɻƟ ʉǞŒʉ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ȝŒǩȋƟɫɻ ǞŒʻƟ ȣȴ ȝƟŒɻʞɫƟɻ ȴǇ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȅȣȴʿ ǩǇ ʉǞƟˈ ƌǩƌࡷƌǩƌȣࢪʉ ɫƟŒƌࡱࢎ

�ȴɫƟȴʻƟɫࡪ ƌȴ ʿƟ ʉǞǩȣȅ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ɫƟɻɠƟƁʉ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ
ŒƁɫȴɻɻ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œɫȝɻࡲ

ࠊࠋ



+ȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ `ȴɫ ɠǞȴȣƟ ƁŒȋȋɻࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ɠǞȴȣƟ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ
ࡦ `ȴɫ ǩȣ࢙ɠƟɫɻȴȣ ƁŒȣʻŒɻɻǩȣǊࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ Œ ƌȴȴɫ ʿŒɻ ŒȣɻʿƟɫƟƌࡱ
ࡦ üǞȴɻƟ ʉǞŒʉ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ȝŒǩȋƟɫɻ ǞŒʻƟ ȣȴ ȝƟŒɻʞɫƟɻ ȴǇ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʿƟ ƌȴȣࢪʉ ȅȣȴʿ ǩǇ ʉǞƟˈ ƌǩƌࡷƌǩƌȣࢪʉ ɫƟŒƌࡱࢎ

�ȴɫƟȴʻƟɫࡪ ƌȴ ʿƟ ʉǞǩȣȅ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ɫƟɻɠƟƁʉ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩɻ ƟɧʞŒȋ
ŒƁɫȴɻɻ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œɫȝɻࡲ

ࠊࠋ



xȣʉƟȣʉ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉ ࢎxüüࢍ ƟǇǇƟƁʉɻ

ࡦ īƟ ƌȴࡪ ǞȴʿƟʻƟɫࡪ ȴŷɻƟɫʻƟ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ǊǩʻƟȣ ǞǩɻࡷǞƟɫ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

ࡦ xüüࡩ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ ǩȣ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ ʉǞȴɻƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ʻƟɫɻʞɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ɠɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ xüü ǩɻ Œ ŷǩŒɻƟƌ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ
�üDࡱ

ࠋࠋ



c´üĨ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

īƟ ʿǩȋȋ ƁȴȣʉǩȣʞƟ ʿǩʉǞ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟ ǩȣ ʉǞƟ ȣƟˇʉ ƁȋŒɻɻࡪ Œɻ ʿƟ ƌǩɻƁʞɻɻ
ǩȣʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴȣʉƟˇʉ ȴǇ Œ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡱ

ࠌࠋ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
üɫƟŒʉȝƟȣʉ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ Œȣƌ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ࢎࠈࢍ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠐࠈ࢙ࠉࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



üȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ �ȣǊɫǩɻʉࡪ ࡱ� ࡪࡱ5 xȝŷƟȣɻࡪ cࡱīࡪࡱ Œȣƌ æʞŷǩȣࡪ ࡱ5 ࡱ# ࡱࢎࠍࠐࠐࠈࢍ xƌƟȣʉǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢧ ȴǇ
ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ʞɻǩȣǊ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࢨࡱ �ȴʞɫȣŒȋ ȴǇ ʉǞƟ �ȝƟɫǩƁŒȣ
ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ �ɻɻȴƁǩŒʉǩȴȣࡪ ࡩࢎࠋࠊࠋࢍࠈࠐ ࡱࠌࠌࠋ࢖ࠋࠋࠋ

ࡦ xæࡪ +ǞŒɠʉƟɫɻ ࡪࠊࠉ ࡪࠋࠉ ࠌࠉ
ࡦ �īࡪ +ǞŒɠʉƟɫ ࠐ

ࠊ



xȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ࢎࠈࢍ

+ȴɫƟ ʉŒȅƟŒʿŒˈɻ ʉȴƌŒˈࡩ

ࡦ cȴǩȣǊ Ǉɫȴȝ xüü ʉȴ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ
ࡦ oȴʿ Œȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ƌȴƟɻȣࢪʉ ŒȋʿŒˈɻ ࢎˈɻʉɫŒǩǊǞʉǇȴɫʿŒɫƌȋࢍ ǊǩʻƟ �üD
ࡦ üǞǩȣȅǩȣǊ Œŷȴʞʉ ŷȴʞȣƌɻ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ ǩȣ ʉǞƟɻƟ ɻƟʉʉǩȣǊɻ
ࡦ �ǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ǩȣ ʉǞƟ ƁȴȣʉƟˇʉ ȴǇ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࠋ



üȴƌŒˈࢪɻ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ

ċȣǩʉ ĶǦ 3Ǧ ĪࠈǦ ĪࠇǦ
ࠈ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠉ ࠛ ࠜ ࡲ
ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ
Ƞ ࠈ ࠈ ࡲ

ࡦ xȣ ȋŒɻʉ ƁȋŒɻɻࡪ ʿƟ ȝȴʉǩʻŒʉƟƌ Œ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ʞȣǩʉɻ ʿƟɫƟ
ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩȣ Œ c´üĨ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡩ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ
ࡦ ċȣǩʉɻ ǩȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ȴǇʉƟȣ Ɓȴȝɠȋˈ ʿǩʉǞ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ŒȋʿŒˈɻ
ࡦ oʞȝŒȣ ʞȣǩʉɻ ȝŒȅƟ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝȴɫƟ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉࡱ

cȴŒȋࡩ ċɻƟ xȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻ ʞȣƌƟɫ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ ʉȴ
ǩƌƟȣʉǩǇˈ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻࡱ

ࠌ



üȴƌŒˈࢪɻ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ

ċȣǩʉ ĶǦ 3Ǧ ĪࠈǦ ĪࠇǦ
ࠈ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠉ ࠛ ࠜ ࡲ
ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ
Ƞ ࠈ ࠈ ࡲ

ࡦ xȣ ȋŒɻʉ ƁȋŒɻɻࡪ ʿƟ ȝȴʉǩʻŒʉƟƌ Œ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ʞȣǩʉɻ ʿƟɫƟ
ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩȣ Œ c´üĨ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡩ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ
ࡦ ċȣǩʉɻ ǩȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ȴǇʉƟȣ Ɓȴȝɠȋˈ ʿǩʉǞ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ŒȋʿŒˈɻ
ࡦ oʞȝŒȣ ʞȣǩʉɻ ȝŒȅƟ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝȴɫƟ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉࡱ

cȴŒȋࡩ ċɻƟ xȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻ ʞȣƌƟɫ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ ʉȴ
ǩƌƟȣʉǩǇˈ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻࡱ

ࠌ



üȴƌŒˈࢪɻ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ

ċȣǩʉ ĶǦ 3Ǧ ĪࠈǦ ĪࠇǦ
ࠈ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠉ ࠛ ࠜ ࡲ
ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ ࡱࡱࡱ
Ƞ ࠈ ࠈ ࡲ

ࡦ xȣ ȋŒɻʉ ƁȋŒɻɻࡪ ʿƟ ȝȴʉǩʻŒʉƟƌ Œ ˨Ɵȋƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ʞȣǩʉɻ ʿƟɫƟ
ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩȣ Œ c´üĨ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡩ ƁȴȝɠŒɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ
ࡦ ċȣǩʉɻ ǩȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ȴǇʉƟȣ Ɓȴȝɠȋˈ ʿǩʉǞ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ŒȋʿŒˈɻ
ࡦ oʞȝŒȣ ʞȣǩʉɻ ȝŒȅƟ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ʿǩʉǞ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝȴɫƟ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉࡱ

cȴŒȋࡩ ċɻƟ xȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ĨŒɫǩŒŷȋƟɻ ʞȣƌƟɫ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ ʉȴ
ǩƌƟȣʉǩǇˈ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻࡱ

ࠌ



£ȴʉŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

īƟ ǇȴɫȝŒȋǩ˔Ɵ ȣȴʉŒʉǩȴȣ ʉȴ ƌǩɻƁʞɻɻ ɠɫȴɠƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ȴǇ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ ĶǦࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡱ
ࡦ 3Ǧ(ĶǦ)ࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡱ
ࡦ Ŀ,5ࡩ  ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ŷǩȣŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻ Œȣƌ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻ ɫƟƁƟǩʻƟƌ

īƟ ƁŒȣ ƌƟ˨ȣƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ŷˈ ʉǞƟǩɫ ȴǇʉƟȣࢍ ʞȣȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟࢎ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ŷƟǞŒʻǩȴɫࡩ

ࡦ +ȴȝɠȋǩƟɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = ,ࠇ 3Ǧ(ࠈ) = ࠈ
ࡦ �ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = 3Ǧ(ࠈ) = ࠈ
ࡦ £ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = 3Ǧ(ࠈ) = ࠇ
ࡦ 5Ɵ˨Ɵɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = ,ࠈ 3Ǧ(ࠈ) = ࠇ

ࠍ



£ȴʉŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

īƟ ǇȴɫȝŒȋǩ˔Ɵ ȣȴʉŒʉǩȴȣ ʉȴ ƌǩɻƁʞɻɻ ɠɫȴɠƟɫ ȝƟʉǞȴƌ ȴǇ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ ĶǦࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡱ
ࡦ 3Ǧ(ĶǦ)ࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡱ
ࡦ Ŀ,5ࡩ  ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ŷǩȣŒɫˈ ʻƟƁʉȴɫɻ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻ Œȣƌ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻ ɫƟƁƟǩʻƟƌ

īƟ ƁŒȣ ƌƟ˨ȣƟ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ŷˈ ʉǞƟǩɫ ȴǇʉƟȣࢍ ʞȣȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟࢎ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ŷƟǞŒʻǩȴɫࡩ

ࡦ +ȴȝɠȋǩƟɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = ,ࠇ 3Ǧ(ࠈ) = ࠈ
ࡦ �ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = 3Ǧ(ࠈ) = ࠈ
ࡦ £ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = 3Ǧ(ࠈ) = ࠇ
ࡦ 5Ɵ˨Ɵɫࡩ 3Ǧ(ࠇ) = ,ࠈ 3Ǧ(ࠈ) = ࠇ

ࠍ



£ȴʉŒʉǩȴȣ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ ĶǦࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡱ
ࡦ 3Ǧ(ĶǦ)ࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌ ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡱ
ࡦ 3Ǧ(Ŀ), ĪǦ(Ŀ,5)ࡩ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧ ʞȣƌƟɫ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ĶǦ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡱ �ŒʉƟɫ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ʿǩȋȋ Œȋȋȴʿ
ʞɻ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ʉǞǩɻ ǩȣ ʉǞƟ Ǉȴɫȝ ĪǦ(ĶǦ,3Ǧ(ĶǦ))ࡱ

īǞŒʉ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ȴʞɫ ƟɻʉǩȝŒȣƌ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡲ

ࠎ



+ŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ Ķ ȴȣ 3 Œȣƌ Ķ ȴȣ Ī

`ȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡪ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ

ࡦ Ķ ȴȣ 3 ǩɻࡩ 3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)

ࡦ Ķ ȴȣ Ī ǩɻࡩ ĪǦ(ĶǦ = ((ࠈ)3Ǧ,ࠈ − ĪǦ(ĶǦ = ((ࠇ)3Ǧ,ࠇ

ࠏ



+ŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ Ķ ȴȣ 3 Œȣƌ Ķ ȴȣ Ī

`ȴɫ ʞȣǩʉ Ǧࡪ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ

ࡦ Ķ ȴȣ 3 ǩɻࡩ 3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)
ࡦ Ķ ȴȣ Ī ǩɻࡩ ĪǦ(ĶǦ = ((ࠈ)3Ǧ,ࠈ − ĪǦ(ĶǦ = ((ࠇ)3Ǧ,ࠇ

ࠏ



ċȣǩʉ࢙�ƟʻƟȋ +ŒʞɻŒȋ DǇǇƟƁʉɻ

ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ(3,ࠇǦ(ࠇ)) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ĪǦ(ࠈ, (ࠈ − ĪǦ(ࠇ,ࠇ) Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ
ĪǦ(ࠈ, (ࠈ − ĪǦ(ࠇ, (ࠈ Ǉȴɫ ŒȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ
ĪǦ(ࠇ,ࠈ) − ĪǦ(ࠇ,ࠇ) Ǉȴɫ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ
ĪǦ(ࠇ,ࠈ) − ĪǦ(ࠇ, (ࠈ Ǉȴɫ ƌƟ˨Ɵɫɻ

ࡦ �ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ Œȣƌ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ ǞŒʻƟ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡪ
ɫƟǊŒɫƌȋƟɻɻ ȴǇ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ȴȝɠȋǩƟɫɻ Œȣƌ ƌƟ˨Ɵɫɻ ʉŒȅƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ʉȴ ǊŒʞǊƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡪ ʿƟ ȋȴȴȅ Œʉ
ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ Œȣƌ ƌƟ˨Ɵɫɻࡱ

ࠐ



ċȣǩʉ࢙�ƟʻƟȋ +ŒʞɻŒȋ DǇǇƟƁʉɻ

ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ(3,ࠇǦ(ࠇ)) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ĪǦ(ࠈ, (ࠈ − ĪǦ(ࠇ,ࠇ) Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ
ĪǦ(ࠈ, (ࠈ − ĪǦ(ࠇ, (ࠈ Ǉȴɫ ŒȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ
ĪǦ(ࠇ,ࠈ) − ĪǦ(ࠇ,ࠇ) Ǉȴɫ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ
ĪǦ(ࠇ,ࠈ) − ĪǦ(ࠇ, (ࠈ Ǉȴɫ ƌƟ˨Ɵɫɻ

ࡦ �ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ Œȣƌ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ ǞŒʻƟ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡪ
ɫƟǊŒɫƌȋƟɻɻ ȴǇ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ȴȝɠȋǩƟɫɻ Œȣƌ ƌƟ˨Ɵɫɻ ʉŒȅƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ʉȴ ǊŒʞǊƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡪ ʿƟ ȋȴȴȅ Œʉ
ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ Œȣƌ ƌƟ˨Ɵɫɻࡱ

ࠐ



�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ DǇǇƟƁʉ ȴǇ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ ȴȣ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ

üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ �ȣǊɫǩɻʉ ࡱࢎࠇࠐࠐࠈࢍ

ࡦ üȴ ǩȋȋʞɻʉɫŒʉƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ʞɻƟ ʉǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ
ȴǇ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ ĨǩƟʉȣŒȝࢍ īŒɫࢎ ȴȣ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉ ࡱ̍

ࡦ �Œȣ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫ ĶǦࢍ = ࢎࠈ ʿǩȋȋ ƟǩʉǞƟɫ ɻƟɫʻƟ 3Ǧࢍ = ࢎࠈ ȴɫ
ȣȴʉ ǩȣ ȝǩȋǩʉŒɫ ࡱ̍

ࡦ xȣ ʿȴɫȋƌ ʿǩʉǞ ɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ 3Ǧ(Ŀ) = ĶǦ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧࡱ
ࡦ ´ȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ǊƟʉʉǩȣǊ Œ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫ
ĶǦࢍ = ࢎࠈ ŷʞʉ ȣȴʉ ɻƟɫʻǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ȝǩȋǩʉŒɫˈ 3Ǧࢍ = ࡱࢎࠇ

ࡦ ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ĪǦ(ˍ,Ɗ) ƟɧʞŒȋɻ ࠈ ǩǇ ɠƟɫɻȴȣ Ǧ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƌǩƟƌ
ŷƟʉʿƟƟȣ ࠊࠏࠐࠈ࢙ࠋࠎࠐࠈ ǊǩʻƟȣ ȋȴʉʉƟɫˈ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ˍ Œȣƌ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ɗࡱ

ࠇࠈ

https://www.jstor.org/stable/2006669


�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ DǇǇƟƁʉ ȴǇ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ ȴȣ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ

üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ �ȣǊɫǩɻʉ ࡱࢎࠇࠐࠐࠈࢍ

ࡦ üȴ ǩȋȋʞɻʉɫŒʉƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ʞɻƟ ʉǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ
ȴǇ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ ĨǩƟʉȣŒȝࢍ īŒɫࢎ ȴȣ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉ ࡱ̍

ࡦ �Œȣ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫ ĶǦࢍ = ࢎࠈ ʿǩȋȋ ƟǩʉǞƟɫ ɻƟɫʻƟ 3Ǧࢍ = ࢎࠈ ȴɫ
ȣȴʉ ǩȣ ȝǩȋǩʉŒɫ ࡱ̍

ࡦ xȣ ʿȴɫȋƌ ʿǩʉǞ ɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ 3Ǧ(Ŀ) = ĶǦ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧࡱ

ࡦ ´ȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ǊƟʉʉǩȣǊ Œ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫ
ĶǦࢍ = ࢎࠈ ŷʞʉ ȣȴʉ ɻƟɫʻǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ȝǩȋǩʉŒɫˈ 3Ǧࢍ = ࡱࢎࠇ

ࡦ ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ĪǦ(ˍ,Ɗ) ƟɧʞŒȋɻ ࠈ ǩǇ ɠƟɫɻȴȣ Ǧ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƌǩƟƌ
ŷƟʉʿƟƟȣ ࠊࠏࠐࠈ࢙ࠋࠎࠐࠈ ǊǩʻƟȣ ȋȴʉʉƟɫˈ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ˍ Œȣƌ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ɗࡱ

ࠇࠈ

https://www.jstor.org/stable/2006669


�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ DǇǇƟƁʉ ȴǇ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ ȴȣ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ

üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ �ȣǊɫǩɻʉ ࡱࢎࠇࠐࠐࠈࢍ

ࡦ üȴ ǩȋȋʞɻʉɫŒʉƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ʞɻƟ ʉǞƟ ɫʞȣȣǩȣǊ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ
ȴǇ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ ĨǩƟʉȣŒȝࢍ īŒɫࢎ ȴȣ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉ ࡱ̍

ࡦ �Œȣ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫ ĶǦࢍ = ࢎࠈ ʿǩȋȋ ƟǩʉǞƟɫ ɻƟɫʻƟ 3Ǧࢍ = ࢎࠈ ȴɫ
ȣȴʉ ǩȣ ȝǩȋǩʉŒɫ ࡱ̍

ࡦ xȣ ʿȴɫȋƌ ʿǩʉǞ ɠƟɫǇƟƁʉ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ 3Ǧ(Ŀ) = ĶǦ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧࡱ
ࡦ ´ȣƟ ƟˇŒȝɠȋƟ ȴǇ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ǊƟʉʉǩȣǊ Œ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫ
ĶǦࢍ = ࢎࠈ ŷʞʉ ȣȴʉ ɻƟɫʻǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ȝǩȋǩʉŒɫˈ 3Ǧࢍ = ࡱࢎࠇ

ࡦ ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ĪǦ(ˍ,Ɗ) ƟɧʞŒȋɻ ࠈ ǩǇ ɠƟɫɻȴȣ Ǧ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ƌǩƟƌ
ŷƟʉʿƟƟȣ ࠊࠏࠐࠈ࢙ࠋࠎࠐࠈ ǊǩʻƟȣ ȋȴʉʉƟɫˈ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ˍ Œȣƌ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ɻƟɫʻǩƁƟ
ǩȣƌǩƁŒʉȴɫ Ɗࡱ

ࠇࠈ

https://www.jstor.org/stable/2006669


�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ

ðƟʻƟɫŒȋ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ȣƟƟƌƟƌ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࡱࠈ ðċüĨ�
ࡱࠉ æŒȣƌȴȝ �ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇࢍ Ķࢎ
ࡱࠊ DˇƁȋʞɻǩȴȣ æƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣ
ࡱࠋ £ȴȣ˔Ɵɫȴ �ʻƟɫŒǊƟ +ŒʞɻŒȋ DǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ 3
ࡱࠌ �ȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ

ࠈࠈ



�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ࡩࠈ ðċüĨ�

£ȴ ǩȣʉƟɫǇƟɫƟȣƁƟ ŒȝȴȣǊ ʞȣǩʉɻࡪ ʿƟȋȋ࢙ƌƟ˨ȣƟƌ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ

ࡱࠈ xǇ ĶǦ = Ķ′
Ǧࡪ ʉǞƟȣ 3Ǧ(Ķ) = 3Ǧ(Ķ′)ࡱ

ࡱࠉ xǇ ĶǦ = Ķ′
Ǧ Œȣƌ 3Ǧ = 3′

Ǧࡪ ʉǞƟȣ ĪǦ(Ķ,3) = ĪǦ(Ķ′,3′)ࡱ

ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧ ȣȴʉ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ȴʉǞƟɫɻࢪ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻࡱ

ࠉࠈ



ðċüĨ� ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ ðċüĨ� Œȋȋȴʿɻ ʞɻ ʉȴ ƌƟ˨ȣƟ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ǩȣ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ǇŒɻǞǩȴȣࡱ
ࡦ +ŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ Ǉȴɫ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ Ǧ ȴǇ Ķ ȴȣ 3 ǩɻ 3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)ࡱ
ࡦ üǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ Ī ǩɻ ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ(3,ࠇǦ(ࠇ))ࡱ

ࠊࠈ



ðċüĨ� ࢎƟˇŒȝɠȋƟࢍ

ࡦ ĨƟʉƟɫŒȣ ɻʉŒʉʞɻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࢎ ǩɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉƟƌ ŷˈ ȴʉǞƟɫɻࢪ
ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࡦ �ȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫŒʉƟ ǩɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉƟƌ ŷˈ ƌɫŒǇʉ ɻʉŒʉʞɻ ȴǇ ȴʉǞƟɫɻࡱ

+Œȣ ˈȴʞ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ʻǩȴȋŒʉǩȴȣɻࡲ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ċȣƌɫŒǇʉƟƌ ɠƟȴɠȋƟ ǩȣƌʞƁƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟ ǩȣ Œɫȝˈ ŷˈ ƌɫŒǇʉƟƌ ǇɫǩƟȣƌɻ
ȴɫࢍ ʻǩƁƟ ʻƟɫɻŒࡱࢎ

ࠋࠈ



ðċüĨ� ࢎƟˇŒȝɠȋƟࢍ

ࡦ ĨƟʉƟɫŒȣ ɻʉŒʉʞɻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࢎ ǩɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉƟƌ ŷˈ ȴʉǞƟɫɻࢪ
ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࡦ �ȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫŒʉƟ ǩɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉƟƌ ŷˈ ƌɫŒǇʉ ɻʉŒʉʞɻ ȴǇ ȴʉǞƟɫɻࡱ

+Œȣ ˈȴʞ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ʻǩȴȋŒʉǩȴȣɻࡲ

DˇŒȝɠȋƟࡩ ċȣƌɫŒǇʉƟƌ ɠƟȴɠȋƟ ǩȣƌʞƁƟƌ ʉȴ ɻƟɫʻƟ ǩȣ Œɫȝˈ ŷˈ ƌɫŒǇʉƟƌ ǇɫǩƟȣƌɻ
ȴɫࢍ ʻǩƁƟ ʻƟɫɻŒࡱࢎ

ࠋࠈ



�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ࡩࠉ æŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ɫŒȣƌȴȝ Œȣƌ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ƌƟɠƟȣƌ ȴȣ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ

S`(Ķ = ƀ) = S`(Ķ = ƀ′)

Ǉȴɫ Œȋȋ ƀ Œȣƌ ƀ′ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ιóƀ = ιóƀ′

ࠌࠈ



æŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡩ ƟɻʉǩȝŒʉƟ Ǉȴɫ xüü

cǩʻƟȣ ðċüĨ� Œȣƌ ɫŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ
ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ Īࡱ

∑
Ǧ ĪǦĶǦ∑
Ǧ ĶǦ

−
∑
Ǧ ĪǦ(ࠈ− ĶǦ)∑
Ǧ(ࠈ− ĶǦ)

�ȣƌࡪ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ Ŀ ȴȣ ࡱ5

∑
Ǧ 3ǦĶǦ∑
Ǧ ĶǦ

−
∑
Ǧ 3Ǧ(ࠈ− ĶǦ)∑
Ǧ(ࠈ− ĶǦ)

üǞƟ ɫŒʉǩȴ ȴǇ ʉǞƟɻƟ ʉʿȴ ˈǩƟȋƌɻ ʉǞƟ ƁȴȣʻƟȣʉǩȴȣŒȋ xĨ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ

β̂uğ =

⎛

⎝
∑
Ǧ ĪǦĶǦ∑
Ǧ ĶǦ

−
∑
Ǧ ĪǦ(ࠈ− ĶǦ)∑
Ǧ(ࠈ− ĶǦ)

⎞

⎠
/⎛

⎝
∑
Ǧ 3ǦĶǦ∑
Ǧ ĶǦ

−
∑
Ǧ 3Ǧ(ࠈ− ĶǦ)∑
Ǧ(ࠈ− ĶǦ)

⎞

⎠ =
Ɓ̂ȴʻ(ĪǦ, ĶǦ)
Ɓ̂ȴʻ(3Ǧ, ĶǦ) ࠍࠈ



æŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ƌɫŒǇʉ ɻʉŒʉʞɻ ʿŒɻ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ŷǩɫʉǞ ƌŒʉƟɻ ࡪ�ȣǊɫǩɻʉࢍ xȝŷƟȣɻࡪ
æʞŷǩȣࡪ ࡱࢎࠍࠐࠐࠈ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɠɫȴŷŒŷȋˈ ȣȴʉ ʻǩȴȋŒʉƟƌࡱ
ࡦ oȴʿ Ɓȴʞȋƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȣȴʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝࡲ

DˇŒȝɠȋƟࡩ 5ɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ ࢎǇʞʉʞɫƟࢍ ǞƟŒȋʉǞ ȴǇ ƌɫŒǇʉƟƟࡪ Œɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟƌ ŷˈ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟŒŷȋƟ ȴǇ˨ƁǩŒȋ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ßƟɫǇƟƁʉ 5ȴƁʉȴɫࡱࢎ

ࠎࠈ

https://www.jstor.org/stable/2291629
https://www.jstor.org/stable/2291629


æŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇ ƌɫŒǇʉ ɻʉŒʉʞɻ ʿŒɻ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ŷǩɫʉǞ ƌŒʉƟɻ ࡪ�ȣǊɫǩɻʉࢍ xȝŷƟȣɻࡪ
æʞŷǩȣࡪ ࡱࢎࠍࠐࠐࠈ

ࡦ æŒȣƌȴȝ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ɠɫȴŷŒŷȋˈ ȣȴʉ ʻǩȴȋŒʉƟƌࡱ
ࡦ oȴʿ Ɓȴʞȋƌ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȣȴʉ ŷƟ ɫŒȣƌȴȝࡲ

DˇŒȝɠȋƟࡩ 5ɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ ࢎǇʞʉʞɫƟࢍ ǞƟŒȋʉǞ ȴǇ ƌɫŒǇʉƟƟࡪ Œɻ
ƌƟʉƟɫȝǩȣƟƌ ŷˈ ȅȣȴʿȋƟƌǊƟŒŷȋƟ ȴǇ˨ƁǩŒȋ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ßƟɫǇƟƁʉ 5ȴƁʉȴɫࡱࢎ

ࠎࠈ

https://www.jstor.org/stable/2291629
https://www.jstor.org/stable/2291629


�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ࡩࠊ DˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣ

üɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ǩɻ ʞȣɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ȴȣƁƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ɫƟƁƟǩʻƟƌ ǩɻ ʉŒȅƟȣ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉࡱ

ࡦ Ī(Ķ,3) = Ī(Ķ′,3) Ǉȴɫ Œȋȋ Ķ, Ķ′ Œȣƌ 3
ࡦ ßʞʉ ŒȣȴʉǞƟɫ ʿŒˈࡩ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉ ȴȣȋˈ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟɻ ȴʞʉƁȴȝƟ ʉǞɫȴʞǊǞ ࡱ3

üǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻࡩ ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ ŒȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ Œȣƌ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ
ɫƟȝŒǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡪ ɫƟǊŒɫƌȋƟɻɻ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ࢕ǩࡱƟࡪࡱ
ĪǦ(ࠈ,Ɗ) = ĪǦ(ࠇ,Ɗ) Ǉȴɫ Ɗ = ,ࠇ ࡱࠈ

ࠏࠈ



DˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡩ ǩȝɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ

üǞǩɻ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ Œȋȋȴʿɻ ʞɻ ʉȴ ƌƟ˨ȣƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Œɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ
3 ȴȣȋ ࡱ̍

Ī(3) = Ī(Ķ,3) = Ī(Ķ′,3) Ǉȴɫ Œȋȋ Ķ, Ķ′ Œȣƌ 3

īƟ ƁŒȣ ȣȴʿ ƌƟ˨ȣƟ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉ࢕ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Ī Ǉȴɫ
ɠƟɫɻȴȣ Ǧ ǩɻ ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ)ࡱ

ࠐࠈ



DˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

+ǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫǩɻȅ ǩɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉƟƌ ŷˈ ƌɫŒǇʉ ɻʉŒʉʞɻ ȴȣƁƟ ʻƟʉƟɫŒȣ ɻʉŒʉʞɻ
ʉŒȅƟȣ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟɻ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫǩɻȅ
ȴȣȋˈ ʉǞɫȴʞǊǞ ɻƟɫʻǩȣǊ ǩȣ ŒɫȝˈࡷŷƟƁȴȝǩȣǊ Œ ʻƟʉƟɫŒȣࡱ
+Œȣ ˈȴʞ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʻǩȴȋŒʉǩȴȣɻࡲ

�Ɵȣ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫɻ ȝǩǊǞʉ ŒȋʉƟɫ ʉǞƟǩɫ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣŒȋ ɠȋŒȣɻ ʉȴ ǊƟʉ Œ
ƌƟǇƟɫȝƟȣʉࡶ ǩȣ ʉʞɫȣࡪ ʉǞǩɻ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟȋˈ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟ Œ ɫŒȣǊƟ ȴǇ ȴʞʉƁȴȝƟɻ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫǩɻȅࡱ

ࠇࠉ



DˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

+ǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫǩɻȅ ǩɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉƟƌ ŷˈ ƌɫŒǇʉ ɻʉŒʉʞɻ ȴȣƁƟ ʻƟʉƟɫŒȣ ɻʉŒʉʞɻ
ʉŒȅƟȣ ǩȣʉȴ ŒƁƁȴʞȣʉࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟɻ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫǩɻȅ
ȴȣȋˈ ʉǞɫȴʞǊǞ ɻƟɫʻǩȣǊ ǩȣ ŒɫȝˈࡷŷƟƁȴȝǩȣǊ Œ ʻƟʉƟɫŒȣࡱ
+Œȣ ˈȴʞ ʉǞǩȣȅ ȴǇ ʻǩȴȋŒʉǩȴȣɻࡲ
�Ɵȣ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫɻ ȝǩǊǞʉ ŒȋʉƟɫ ʉǞƟǩɫ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣŒȋ ɠȋŒȣɻ ʉȴ ǊƟʉ Œ
ƌƟǇƟɫȝƟȣʉࡶ ǩȣ ʉʞɫȣࡪ ʉǞǩɻ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟȋˈ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟ Œ ɫŒȣǊƟ ȴǇ ȴʞʉƁȴȝƟɻ
ǩȣƁȋʞƌǩȣǊ ƁǩʻǩȋǩŒȣ ȝȴɫʉŒȋǩʉˈ ɫǩɻȅࡱ

ࠇࠉ



�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ࡩࠋ £ȴȣ˔Ɵɫȴ �ʻƟɫŒǊƟ +ŒʞɻŒȋ DǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ 3

�ʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ɠƟɫɻȴȣ ȣƟƟƌɻ ʉȴ ŷƟ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟƌ ŷˈ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉࡱ

E[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)] ≠ ࠇ

æƟɧʞǩɫƟɻ ʉǞŒʉ ʿƟ ǞŒʻƟ ɻȴȝƟ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ ȴɫ ƌƟ˨Ɵɫɻࡪ ȣȴʉ ǽʞɻʉ ŒȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ
Œȣƌ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻࡱ

ࠈࠉ



£ȴȣ˔Ɵɫȴ �ʻƟɫŒǊƟ +ŒʞɻŒȋ DǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ ࡩ3 ƟˇŒȝɠȋƟ

�ȴʿ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫ ǩȣƁɫƟŒɻƟɻ ŒʻƟɫŒǊƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻƟɫʻǩƁƟࡱ
ĨƟɫˈ ɫƟŒɻȴȣŒŷȋƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡩ ´Ǉ ȝƟȣ ŷȴɫȣ ǩȣ ࡪࠇࠌࠐࠈ ʉǞȴɻƟ ʿǩʉǞ ȋȴʿ ȋȴʉʉƟɫˈ
ȣʞȝŷƟɫɻ ǞŒƌ Œ हࠍࠈ ǞǩǊǞƟɫ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ɻƟɫʻǩȣǊ ǩȣ ʉǞƟ ȝǩȋǩʉŒɫˈ ʉǞŒȣ
ʉǞȴɻƟ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫɻࡱ

ࠉࠉ



�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ࡩࠌ �ȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ

£ȴ ƌƟ˨Ɵɫɻࡱ

3Ǧ(ࠈ) ≥ 3Ǧ(ࠇ) Ǉȴɫ Œȋȋ Ǧ = ,ࠈ ..., 

�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ࠋ Œȣƌ ࠌ ǩȝɠȋˈ 3Ǧ(ࠈ) ≥ 3Ǧ(ࠇ) ʿǩʉǞ ɻʉɫǩƁʉ ǩȣƟɧʞŒȋǩʉˈ Ǉȴɫ Œʉ ȋƟŒɻʉ
ȴȣƟ Ǧࡱ

üǞǩɻ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ǩɻ ɫƟǇƟɫɫƟƌ ʉȴ Œɻ ɻʉɫǩƁʉ ȴɫࢍ ɻʉɫȴȣǊࢎ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉ ࡱ̍

ࠊࠉ



�ȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

üǞƟɫƟ ǩɻ ȣȴ ȴȣƟ ʿǞȴ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ɻƟɫʻƟƌ ǩǇ ǊǩʻƟȣ Œ ǞǩǊǞ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫࡪ
ŷʞʉ ȣȴʉ ǩǇ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴʿ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫࡱ
ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ʻǩȴȋŒʉǩȴȣɻࡲ

ðȴȝƟȴȣƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ʻȴȋʞȣʉƟƟɫƟƌ Ǉȴɫ Œ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫ ŷɫŒȣƁǞ ȴǇ ʉǞƟ ŒɫȝƟƌ
ɻƟɫʻǩƁƟɻ ʿǩʉǞ Œ ǞǩǊǞ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫࡪ ŷʞʉ Œʻȴǩƌɻ ɻƟɫʻǩƁƟ ǩǇ ƁȴȝɠƟȋȋƟƌ ʉȴ Ǌȴ
ǩȣʉȴ ʉǞƟ Œɫȝˈ ŷˈ Œ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫ࡬ ࡪ�£5 ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ɻƟɫʻǩƁƟ ȴȣ ǞƟŒȋʉǞ
ȴʞʉƁȴȝƟ ǩɻ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻࡱ
�ǩɫ `ȴɫƁƟ ʻƟɫɻʞɻ £Œʻ ࡱ̍

ࠋࠉ



�ȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

üǞƟɫƟ ǩɻ ȣȴ ȴȣƟ ʿǞȴ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ɻƟɫʻƟƌ ǩǇ ǊǩʻƟȣ Œ ǞǩǊǞ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫࡪ
ŷʞʉ ȣȴʉ ǩǇ ǊǩʻƟȣ Œ ȋȴʿ ȋȴʉʉƟɫˈ ȣʞȝŷƟɫࡱ
ßȴʉƟȣʉǩŒȋ ʻǩȴȋŒʉǩȴȣɻࡲ
ðȴȝƟȴȣƟ ʿȴʞȋƌ ǞŒʻƟ ʻȴȋʞȣʉƟƟɫƟƌ Ǉȴɫ Œ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫ ŷɫŒȣƁǞ ȴǇ ʉǞƟ ŒɫȝƟƌ
ɻƟɫʻǩƁƟɻ ʿǩʉǞ Œ ǞǩǊǞ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫࡪ ŷʞʉ Œʻȴǩƌɻ ɻƟɫʻǩƁƟ ǩǇ ƁȴȝɠƟȋȋƟƌ ʉȴ Ǌȴ
ǩȣʉȴ ʉǞƟ Œɫȝˈ ŷˈ Œ ȋȴʿ ƌɫŒǇʉ ȣʞȝŷƟɫ࡬ ࡪ�£5 ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ɻƟɫʻǩƁƟ ȴȣ ǞƟŒȋʉǞ
ȴʞʉƁȴȝƟ ǩɻ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻࡱ
�ǩɫ `ȴɫƁƟ ʻƟɫɻʞɻ £Œʻ ࡱ̍

ࠋࠉ



`ȴɫȝŒȋ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣ ȴǇ Œȣ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉ ǩȣ æ+�

� ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ķ ǩɻ Œȣ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Ī ǩǇ
�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ࠌ࢙ࠈ Œȋȋ Ǟȴȋƌࡱ

ࡱࠈ ðċüĨ�
ࡱࠉ æŒȣƌȴȝ �ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȴǇࢍ Ķࢎ
ࡱࠊ DˇƁȋʞɻǩȴȣ æƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣ
ࡱࠋ £ȴȣ˔Ɵɫȴ �ʻƟɫŒǊƟ +ŒʞɻŒȋ DǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ 3
ࡱࠌ �ȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ

ࠌࠉ



xȣʉƟɫɠɫƟʉǩȣǊ ʉǞƟ xĨ DɻʉǩȝŒȣƌ

ċɻǩȣǊ ȴȣȋˈ ðċüĨ� Œȣƌ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠ
ŷƟʉʿƟƟȣ ǩȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ Ķ ȴȣ Ī Œȣƌ 3 Œȣƌ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ
ȴǇ 3 ȴȣ Ī Œʉ ʉǞƟ ʞȣǩʉ ȋƟʻƟȋࡱ

ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ((ࠇ)3,ࠇ) = ĪǦ(3Ǧ(ࠈ)) − ĪǦ(3Ǧ(ࠇ))
= [ĪǦ(ࠈ) · 3Ǧ(ࠈ) + ĪǦ(ࠇ) · −ࠈ) 3Ǧ(ࠈ))]

− [ĪǦ(ࠈ) · 3Ǧ(ࠇ) + ĪǦ(ࠇ) · −ࠈ) 3Ǧ(ࠇ))]
= (ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ)) · (3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ))

ßɫȴƌʞƁʉ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Ī Œȣƌ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ ࡱ3

ࠍࠉ



xȣʉƟɫɠɫƟʉǩȣǊ ʉǞƟ xĨ DɻʉǩȝŒȣƌ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

+ŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ Ǉȴɫ ɻʞŷɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞ 3Ǧ(ࠇ) ≠ 3Ǧ(ࠈ) ࡪࡱƟࡱǩࢍ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ Œȣƌ
ƌƟ˨Ɵɫɻࡱࢎ

E[ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ((ࠇ)3,ࠇ)]
= E[(ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ))(3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ))]
= E[ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ)|3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ · Ø[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ

− E[ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ)|3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ− · Ø[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ−

īƟǩǊǞʉɻ ɻʞȝ ʉȴ Ø[3Ǧ(ࠇ) ≠ 3Ǧ(ࠈ)]ࡱ

ࠎࠉ



xȣʉƟɫɠɫƟʉǩȣǊ ʉǞƟ xĨ DɻʉǩȝŒȣƌ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

�ɠɠȋˈ ʉǞƟ �ȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡪ ʿǞǩƁǞ ɫƟɧʞǩɫƟɻ 3Ǧ(ࠈ) ≥ 3Ǧ(ࠇ)ࡱ üǞǩɻ
ɫƟȝȴʻƟɻ ƌƟ˨Ɵɫɻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ɠƟȴɠȋƟ Ǉȴɫ ʿǞȴȝ 3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = ࡱࢎࠈ−
�ʻƟɫŒǊƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ Ķ ȴȣ Ī ƟɧʞŒȋɻ ɠɫȴƌʞƁʉ ȴǇ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ƁŒʞɻŒȋ
ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Ī Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ (ࠇ)3Ǧࢍ = ࡪࠇ 3Ǧ(ࠈ) = ࡱࢎࠈ

E[ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ((ࠇ)3,ࠇ)]
= E[(ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ))(3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ))]
= E[ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ)|3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ · Ø[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ

ࠏࠉ



xȣʉƟɫɠɫƟʉǩȣǊ ʉǞƟ xĨ DɻʉǩȝŒȣƌ ࢎ��üDࢍ

cǩʻƟȣ �ɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ࡪࠌ࢙ࠈ ʉǞƟ xĨ ƟɻʉǩȝŒȣƌ ǩɻ

E[ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ)|3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ =
E[ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ(3,ࠇǦ(ࠇ))]

E[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)]

üǞǩɻ Ǉȴȋȋȴʿɻ ŷƟƁŒʞɻƟ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ ǩȝɠȋǩƟɻ

E[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)] = Ø[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ > ࠇ

ǩࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ʿǞȴ ŒɫƟ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻࡱ

ࠐࠉ



ĨǩʉŒȝǩȣ � DˇŒȝɠȋƟࡩ ðȴȝȝƟɫ࢙ĿƟǊƟɫ ࢎࠈࠐࠐࠈࢍ

æ+ü ȴǇ ʉǞƟ ǩȝɠŒƁʉ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ � ɻʞɠɠȋƟȝƟȣʉɻ ȴȣ ƁǞǩȋƌɫƟȣࢪɻ ɻʞɫʻǩʻŒȋࡱ
ĨǩȋȋŒǊƟɻ ǩȣ xȣƌȴȣƟɻǩŒ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɫƟƁƟǩʻƟ ʻǩʉŒȝǩȣ ɻʞɠɠȋƟȝƟȣʉɻࡱ
5ƟŒʉǞɻ ʿƟɫƟ ŒɻƁƟɫʉŒǩȣƟƌ ࠉࠈ ȝȴȣʉǞɻ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŷŒɻƟȋǩȣƟࡱ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ðʞɠɠȋƟȝƟȣʉ ðʞɫʻǩʻŒȋ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠋࠎ ࡲ
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈࠈ ࠋࠈࠌ ࡲ
ࠈ ࠇ ࠇ ࠋࠊ ࡲ
ࠈ ࠇ ࠈ ,ࠉ ࠌࠏࠊ ࡲ
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠈ ࡲ
ࠈ ࠈ ࠈ ,ࠐ ࠊࠍࠍ ࡲ

ࠇࠊ



ĨǩʉŒȝǩȣ � DˇŒȝɠȋƟࡩ ðȴȝȝƟɫ࢙ĿƟǊƟɫ ࢎࠈࠐࠐࠈࢍ

æ+ü ȴǇ ʉǞƟ ǩȝɠŒƁʉ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ � ɻʞɠɠȋƟȝƟȣʉɻ ȴȣ ƁǞǩȋƌɫƟȣࢪɻ ɻʞɫʻǩʻŒȋࡱ
ĨǩȋȋŒǊƟɻ ǩȣ xȣƌȴȣƟɻǩŒ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɫƟƁƟǩʻƟ ʻǩʉŒȝǩȣ ɻʞɠɠȋƟȝƟȣʉɻࡱ
5ƟŒʉǞɻ ʿƟɫƟ ŒɻƁƟɫʉŒǩȣƟƌ ࠉࠈ ȝȴȣʉǞɻ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŷŒɻƟȋǩȣƟࡱ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ðʞɠɠȋƟȝƟȣʉ ðʞɫʻǩʻŒȋ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠋࠎ

£ࡷ+

ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈࠈ ࠋࠈࠌ

£ࡷ+

ࠈ ࠇ ࠇ ࠋࠊ £
ࠈ ࠇ ࠈ ,ࠉ ࠌࠏࠊ £
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠈ +
ࠈ ࠈ ࠈ ,ࠐ ࠊࠍࠍ +

ࠈࠊ



ĨǩʉŒȝǩȣ � DˇŒȝɠȋƟࡩ ðȴȝȝƟɫ࢙ĿƟǊƟɫ ࢎࠈࠐࠐࠈࢍ

æ+ü ȴǇ ʉǞƟ ǩȝɠŒƁʉ ȴǇ ʻǩʉŒȝǩȣ � ɻʞɠɠȋƟȝƟȣʉɻ ȴȣ ƁǞǩȋƌɫƟȣࢪɻ ɻʞɫʻǩʻŒȋࡱ
ĨǩȋȋŒǊƟɻ ǩȣ xȣƌȴȣƟɻǩŒ ʿƟɫƟ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ɫƟƁƟǩʻƟ ʻǩʉŒȝǩȣ ɻʞɠɠȋƟȝƟȣʉɻࡱ
5ƟŒʉǞɻ ʿƟɫƟ ŒɻƁƟɫʉŒǩȣƟƌ ࠉࠈ ȝȴȣʉǞɻ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ŷŒɻƟȋǩȣƟࡱ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ðʞɠɠȋƟȝƟȣʉ ðʞɫʻǩʻŒȋ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠋࠎ £ࡷ+
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈࠈ ࠋࠈࠌ £ࡷ+
ࠈ ࠇ ࠇ ࠋࠊ £
ࠈ ࠇ ࠈ ,ࠉ ࠌࠏࠊ £
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠈ +
ࠈ ࠈ ࠈ ,ࠐ ࠊࠍࠍ +

ࠈࠊ



ĨǩʉŒȝǩȣ � DˇŒȝɠȋƟ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ðʞɠɠȋƟȝƟȣʉ ðʞɫʻǩʻŒȋ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠋࠎ £ࡷ+
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈࠈ ࠋࠈࠌ £ࡷ+
ࠈ ࠇ ࠇ ࠋࠊ £
ࠈ ࠇ ࠈ ,ࠉ ࠌࠏࠊ £
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠈ +
ࠈ ࠈ ࠈ ,ࠐ ࠊࠍࠍ +

£ȴȣƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡩ ,ࠉ ࠐࠈࠋ ƁǞǩȋƌɫƟȣ ȋǩʻƟƌ ǩȣ ʻǩȋȋŒǊƟɻ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʻǩʉŒȝǩȣ �
ɻʞɠɠȋƟȝƟȣʉɻࡪ ŷʞʉ ɫƟǇʞɻƟƌ ʉȴ ʉŒȅƟ ʉǞƟȝࡱ

oȴʿ ƌȴ ʿƟ ɠɫȴƁƟƟƌ ʿǩʉǞ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ʻŒȋǩƌ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟɻࡲ

üǞƟɻƟ ʞȣǩʉɻ ŒɫƟ ŒɻɻʞȝƟƌ ʉȴ ŷƟ ƟǩʉǞƟɫ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ ȴɫ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻࡱ
xǇ ʿƟ ȅȣƟʿ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ŷƟǞŒʻǩȴɫɻ Ǉȴɫ ʞȣǩʉɻ ʿǩʉǞ ĶQ#b

Ǧ = 3Q#b,ࠇ
Ǧ = ࡪࠇ ʉǞƟȣ ʿƟ

Ɓȴʞȋƌ ƁŒȋƁʞȋŒʉƟ ƁȴȝɠȋǩƟɫ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡱ
� ƁɫʞƁǩŒȋ ɠǩƟƁƟ ȴǇ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ǩɻ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ŷƟǞŒʻǩȴɫࡱ

ࠉࠊ



xȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙üɫƟŒʉ �ȣŒȋˈɻǩɻ

xȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉ ŒȣŒȋˈɻǩɻࡩ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ŒɫƟ ƁȴȝɠŒɫƟƌ Ǉȴɫ ʞȣǩʉɻ ʿǩʉǞ
ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻࡱ

uóóĪ =
ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ
[ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ(3,ࠇǦ(ࠇ))]

=
ࠈ
 ( Œuóó

Œ
Ī +  ȠuóóȠĪ +  ƀuóóƀĪ +  ƊuóóƊĪ)

īǩʉǞȴʞʉ ǇʞɫʉǞƟɫ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ uóóĪ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ɻʞȝȝŒɫǩ˔Ɵ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ
ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡱ
üǞƟ ŒȣŒȋȴǊʞƟ Ǉȴɫ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ƌŒʉŒ ɻʞȝȝŒɫǩ˔Ɵɻ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣƟƌࡪ ȣȴʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡱ

ࠊࠊ



xȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙üɫƟŒʉ �ȣŒȋˈɻǩɻ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

uóóĪ =
ࠈ
 

(
 ŒuóóŒĪ +  ȠuóóȠĪ +  ƀuóóƀĪ +  ƊuóóƊĪ

)

ċȣƌƟɫ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ Œȣƌ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ

uóóƀĪ =
uóóĪ
 ƀ/ 

üǞƟ ƁȴȣʻƟȣʉǩȴȣŒȋ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ǩȣ xȝŷƟȣɻ Œȣƌ
æʞŷǩȣ ࡩࢎࠎࠐࠐࠈࢍ

β̂uğ =
¯ˁˍ=ࠈ − ¯ˁˍ=ࠇ
Ɗ̄ˍ=ࠈ − Ɗ̄ˍ=ࠇ

ċȣƌƟɫ ɻʉɫǩƁʉ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡪ Ɗ̄ࠈ − Ɗ̄ࠇ ǩɻ Œȣ ʞȣŷǩŒɻƟƌ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ
ȴǇ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻࡱ

`ʞɫʉǞƟɫȝȴɫƟࡪ ¯ˁࠈ· − ¯ˁࠇ· ƁŒȣ ŷƟ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ Œ
ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌ ȴȣȋˈ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡱ

ࠋࠊ

https://www.jstor.org/stable/2971731
https://www.jstor.org/stable/2971731


xȣʉƟȣʉǩȴȣ࢙ʉȴ࢙üɫƟŒʉ �ȣŒȋˈɻǩɻ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

uóóĪ =
ࠈ
 

(
 ŒuóóŒĪ +  ȠuóóȠĪ +  ƀuóóƀĪ +  ƊuóóƊĪ

)

ċȣƌƟɫ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ Œȣƌ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ

uóóƀĪ =
uóóĪ
 ƀ/ 

üǞƟ ƁȴȣʻƟȣʉǩȴȣŒȋ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ǩȣ xȝŷƟȣɻ Œȣƌ
æʞŷǩȣ ࡩࢎࠎࠐࠐࠈࢍ

β̂uğ =
¯ˁˍ=ࠈ − ¯ˁˍ=ࠇ
Ɗ̄ˍ=ࠈ − Ɗ̄ˍ=ࠇ

ċȣƌƟɫ ɻʉɫǩƁʉ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡪ Ɗ̄ࠈ − Ɗ̄ࠇ ǩɻ Œȣ ʞȣŷǩŒɻƟƌ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ
ȴǇ ǇɫŒƁʉǩȴȣ ȴǇ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻࡱ `ʞɫʉǞƟɫȝȴɫƟࡪ ¯ˁࠈ· − ¯ˁࠇ· ƁŒȣ ŷƟ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉƟƌ Œɻ Œ
ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌ ȴȣȋˈ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡱ ࠋࠊ

https://www.jstor.org/stable/2971731
https://www.jstor.org/stable/2971731


`ɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟ࡬

üǞƟ xĨ ƟɻʉǩȝŒȣƌ ǩɻ

E[ĪǦ(ࠈ) − ĪǦ(ࠇ)|3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ =
E[ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ(3,ࠇǦ(ࠇ))]

E[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)]

`ȴȋȋȴʿǩȣǊ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉ ࡪ̍

E[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ)] = Ø[3Ǧ(ࠈ) − 3Ǧ(ࠇ) = [ࠈ > ࠇ

ǩࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ʿǞȴ ŒɫƟ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻࡱ

ࠌࠊ



oƟȣƁƟࡪ Ǟȴʿ ʿƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ��üDࡲ

cǩʻƟȣ ȴʞɫ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡩ

�ɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ðʞɠɠȋƟȝƟȣʉ ðʞɫʻǩʻŒȋ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠋࠎ £ࡷ+
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈࠈ ࠋࠈࠌ £ࡷ+
ࠈ ࠇ ࠇ ࠋࠊ £
ࠈ ࠇ ࠈ ,ࠉ ࠌࠏࠊ £
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠈ +
ࠈ ࠈ ࠈ ,ࠐ ࠊࠍࠍ +

xǇ ʿƟ ȝŒȅƟ ʉǞƟ ࠌ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ ȴʞɫ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ��üD ǩɻ ʉǞƟ +�+Dࡩ
ࠈ
 

(
 ƀ · uóóƀ +  Ƞ · uóóȠ +  Œ · uóóŒ +  Ɗ · uóóƊ

)
→

̂uóóĪ
 ƀ/ 

= *̂�*B
ࠍࠊ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
xȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ࢎࠉࢍ Œȣƌ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠎࠉ࢙ࠉࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



üȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ xȝŷƟȣɻࡪ cࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ƟʉʉƟɫ#ࢧ ��üD üǞŒȣ £ȴʉǞǩȣǊࡩ ðȴȝƟ +ȴȝȝƟȣʉɻ ȴȣ
5ƟŒʉȴȣ ࢎࠐࠇࠇࠉࢍ Œȣƌ oƟƁȅȝŒȣ Œȣƌ ċɫ˔ʞŒ ࡪࢨࢎࠐࠇࠇࠉࢍ �ȴʞɫȣŒȋ ȴǇ DƁȴȣȴȝǩƁ
�ǩʉƟɫŒʉʞɫƟࡪ ࡱࠊࠉࠋ࢙ࠐࠐࠊ

ࡦ xȝŷƟȣɻࡪ cࡱ Œȣƌ æʞŷǩȣࡪ ࡱ5 ࢎࡱࠎࠐࠐࠈࢍ ŒˈƟɻǩŒȣ#ࢧ xȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ +ŒʞɻŒȋ
DǇǇƟƁʉɻ ǩȣ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ DˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ʿǩʉǞ £ȴȣƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࢨࡱ üǞƟ
�ȣȣŒȋɻ ȴǇ ðʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ࡱɠɠࡩࢎࠈࢍࠌࠉ ࡱࠎࠉࠊ࢖ࠌࠇࠊ

ࡦ �īࡪ +ǞŒɠʉƟɫ ࠌ
ࡦ xæࡪ +ǞŒɠʉƟɫɻ ࡱࠊࠈ࢙ࠉࠈ

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ `ɫȴȝ xüü ʉȴ ��üDࡱࡱࡱ ʉȴ �üDࡲ
ࡦ DˇʉƟȣƌ ʉǞƟ xüü ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ ŷƟǇȴɫƟ ʉȴ Œ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ƁŒɻƟ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉƟ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ
ࡦ üŒȋȅ Œ ȋǩʉʉȋƟ ŷǩʉ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ȝǩƌʉƟɫȝ

ࠋ



`ɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟ࡬

ࠌ



ċȣǩʉ࢙�ƟʻƟȋ xȣʉƟȣʉ࢙ʉȴ࢙üɫƟŒʉ DǇǇƟƁʉɻ

ĪǦ(3,ࠈǦ(ࠈ)) − ĪǦ(3,ࠇǦ(ࠇ)) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ĪǦ(ࠈ, (ࠈ − ĪǦ(ࠇ,ࠇ) Ǉȴɫ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ
ĪǦ(ࠈ, (ࠈ − ĪǦ(ࠇ, (ࠈ Ǉȴɫ ŒȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ
ĪǦ(ࠇ,ࠈ) − ĪǦ(ࠇ,ࠇ) Ǉȴɫ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ
ĪǦ(ࠇ,ࠈ) − ĪǦ(ࠇ, (ࠈ Ǉȴɫ ƌƟ˨Ɵɫɻ

ࡦ �ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻ Œȣƌ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ ǞŒʻƟ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡪ
ɫƟǊŒɫƌȋƟɻɻ ȴǇ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡱ

ࡦ +ȴȝɠȋǩƟɫɻ Œȣƌ ƌƟ˨Ɵɫɻ ɫƟƁƟǩʻƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉɻ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ
ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ʉȴ ǊŒʞǊƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɫƟƁƟǩʻƟƌࡪ ʿƟ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȋȴȴȅ
Œʉ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻ Œȣƌ ƌƟ˨Ɵɫɻࡱ

ࠍ



üǞƟ ��üD ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ

ċȣƌƟɫ ŷŒɻǩƁ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ Œȣƌࢍ ʿǩʉǞ ŷǩȣŒɫˈ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣƟƌࡪ Ķࡪ Œȣƌ
ɫƟƁƟǩʻƟƌࡪ ࡪࢎ3 ʉǞƟ xĨ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǊǩʻƟɻ ʉǞƟ ��óB ȴɫ ʉǞƟ *�*Bࡩ

*�*B = E[ĪࠈǦ − ĪࠇǦ Ǧࠈ3| − Ǧࠇ3 > [ࠇ
= E[ĪࠈǦ − ĪࠇǦ Ǧࠈ3| = [ࠈ

=

∑Ƞ
Ǧ=ࠈ(ĪࠈǦ − ĪࠇǦ ) · ƊࠈǦ∑Ƞ

Ǧ=ࠈ ƊࠈǦ

æƟƁŒȋȋࡪ ʿƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ *̂�*B ǊǩʻƟȣ ʉǞƟ ɫŒʉǩȴ ȴǇ ǩȣʉƟȣʉ࢙ʉȴ࢙ʉɫƟŒʉ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ
Ǉȴɫ ȴʞɫ ȴʞʉƁȴȝƟ Œȣƌ ƟȣƌȴǊƟȣȴʞɻ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡩ

*̂�*B =
̂uóóĪ
̂uóó3

=
Ê(Ī∗|Ķ = (ࠈ − Ê(Ī∗|Ķ = (ࠇ
Ê(3∗|Ķ = (ࠈ − Ê(3∗|Ķ = (ࠇ

.

ࠎ



üǞƟ ��üD ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

üǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ɠɫȴʻǩƌƟɻ Œ ƁȴȣɻǩɻʉƟȣʉ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ ��üDࡩ

DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ��üD ʞȣƌƟɫ Œɻɻʞɠʉǩȴȣɻ ࠌ࢙ࠈ ࡪ�xæࢍ ࡪࢎࠍࠐࠐࠈ ȣȴ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ

̂uóóĪ
̂uóó3

=

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ĶǦĪǦ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ĶǦ

)
−

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ)ࠈ− ĶǦ)ĪǦ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ)ࠈ− ĶǦ)

)

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ĶǦ3Ǧ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ĶǦ

)
−

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ)ࠈ− ĶǦ)3Ǧ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ)ࠈ− ĶǦ)

)

ࠏ



xȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ȴǇ Ķ ʿǩʉǞ ɫƟɻɠƟƁʉ ʉȴ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ

ࡦ æƟƁŒȋȋ ʉǞŒʉ ʞȣƌƟɫ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ ʞȣǩʉɻ ȣȴʿ ǞŒʻƟ Œ ŷɫȴŒƌƟɫ ɻƟʉ ȴǇ
ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡩ

(
ĪǦ(ࠈ3,ࠈǦ ), ĪǦ(ࠇ3,ࠇǦ Ǧࠈ3,( Ǧࠇ3,

)

ࡦ xǇ ʿƟ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡪ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ĪǦ(ˍ,Ɗ) = ĪǦ(ˍ′,Ɗ)ࡱ

ࠐ



+ǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࡦ xȣŒŷǩȋǩʉˈ ʉȴ ɻʉɫŒǩǊǞʉǇȴɫʿŒɫƌȋˈ ƟɻʉǩȝŒʉƟ �üD
ࡦ īǞƟȣ ɻǞŒɫƟ ȴǇ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ǩɻ ǞǩǊǞࡪ ɠɫƟƁǩɻǩȴȣ ƌƟʉƟɫǩȴɫŒʉƟɻ

ࠇࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ɻƁǞƟƌʞȋƟ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ

ċȣǩʉ ĪࠈǦ ĪࠇǦ δǦ ƊǦ(ˍ = (ࠈ ƊǦ(ˍ = (ࠇ üˈɠƟ
ࠜ ࠡ ࠟ ࠝ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠝ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠞ ࠟ ࠠ ࢙ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠟ ࠞ ࠛ ࠞ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠠ ࠝ ࠜ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠡ ࠠ ࠟ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠢ ࠝ ࠜ ࠜ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠣ ࠡ ࠡ ࠛ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠤ ࠠ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠜࠛ ࠣ ࠢ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ

üǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ȴȣƟ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡱ

äʞƟɻʉǩȴȣɻࡩ ʿǞŒʉ ǩɻ +�+Dࡲ £�+Dࡲ

ࠈࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ɻƁǞƟƌʞȋƟ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ

ċȣǩʉ ĪࠈǦ ĪࠇǦ δǦ ƊǦ(ˍ = (ࠈ ƊǦ(ˍ = (ࠇ üˈɠƟ
ࠜ ࠡ ࠟ ࠝ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠝ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠞ ࠟ ࠠ ࢙ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠟ ࠞ ࠛ ࠞ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠠ ࠝ ࠜ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠡ ࠠ ࠟ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ
ࠢ ࠝ ࠜ ࠜ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠣ ࠡ ࠡ ࠛ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠤ ࠠ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࡲ
ࠜࠛ ࠣ ࠢ ࠜ ࠛ ࠛ ࡲ

üǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ȴȣƟ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡱ äʞƟɻʉǩȴȣɻࡩ ʿǞŒʉ ǩɻ +�+Dࡲ £�+Dࡲ
ࠈࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ɻƁǞƟƌʞȋƟ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ

ċȣǩʉ ĪࠈǦ ĪࠇǦ δǦ ƊǦ(ˍ = (ࠈ ƊǦ(ˍ = (ࠇ üˈɠƟ
ࠜ ࠡ ࠟ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠝ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠞ ࠟ ࠠ ࢙ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠟ ࠞ ࠛ ࠞ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠠ ࠝ ࠜ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠡ ࠠ ࠟ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠢ ࠝ ࠜ ࠜ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠣ ࠡ ࠡ ࠛ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠤ ࠠ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠜࠛ ࠣ ࠢ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ

üǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ȴȣƟ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡱ äʞƟɻʉǩȴȣɻࡩ ʿǞŒʉ ǩɻ +�+Dࡲ £�+Dࡲ

*�*B = +ࠉ) +ࠊ +ࠈ +ࠇ ࠌ/(ࠉ = .ࠌ/ࠏ  �*B = +ࠈ) (ࠈ−) + +ࠈ +ࠈ ࠌ/(ࠈ = .ࠌ/ࠋ

ࠉࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ɻƁǞƟƌʞȋƟ ȴǇ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ

ċȣǩʉ ĪࠈǦ ĪࠇǦ δǦ ƊǦ(ˍ = (ࠈ ƊǦ(ˍ = (ࠇ üˈɠƟ
ࠜ ࠡ ࠟ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠝ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠞ ࠟ ࠠ ࢙ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠟ ࠞ ࠛ ࠞ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠠ ࠝ ࠜ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠡ ࠠ ࠟ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ
ࠢ ࠝ ࠜ ࠜ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠣ ࠡ ࠡ ࠛ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠤ ࠠ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ
ࠜࠛ ࠣ ࠢ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ

üǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ ȴȣƟ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡱ äʞƟɻʉǩȴȣɻࡩ ʿǞŒʉ ǩɻ +�+Dࡲ £�+Dࡲ
*�*B = +ࠉ) +ࠊ +ࠈ +ࠇ ࠌ/(ࠉ = .ࠌ/ࠏ  �*B = +ࠈ) (ࠈ−) + +ࠈ +ࠈ ࠌ/(ࠈ = .ࠌ/ࠋ

ࠉࠈ



+�+Dࡪ £�+Dࡪ Œȣƌ �üD

`ɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞƟ ࢎɻŒȝɠȋƟࢍ �üD ǩɻ ʉǞƟ ŒʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ
ŒȝȴȣǊɻʉ Œȋȋ ʞȣǩʉɻࡱ ´ɫࡪ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉȋˈࡩ

�óB =
ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ

(
ĪࠈǦ − ĪࠇǦ

)

=
 ƀȰ
  · *�*B+  Ƞʂ

  ·  �*B
= (ࠇࠈ/ࠌ) · (ࠌ/ࠏ) + (ࠇࠈ/ࠌ) · (ࠌ/ࠋ) = ࠌ/ࠍ

ࠊࠈ



cɫȴʞɠ �+D ʻɻࡱ xüü

üǞƟ ɠɫǩȴɫ ɻȋǩƌƟɻ ƌƟȝȴȣɻʉɫŒʉƟ ʉǞŒʉ  �*B ǩɻ Œ ʿƟȋȋ࢙ƌƟ˨ȣƟƌ ƁŒʞɻŒȋ ɧʞŒȣʉǩʉ ࡪ̍
ŷʞʉ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁǞŒȋȋƟȣǊǩȣǊ ƌʞƟ ʉȴ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡱ
īǩʉǞ ȴȣƟ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ ǩȣ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ  �*B ≠ uóóȠʂࡪ
ƌƟɻɠǩʉƟ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ *�*B = uóóƀȰࡱ

īƟ ƁŒȣ ɻƟƟ ʉǞǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ʿŒˈ ŷˈ ƟˇɠŒȣƌǩȣǊ ȴʞɫ ʉŒŷȋƟ Ǉɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟ
ŒɻɻʞȝǩȣǊࢍ ʉǞƟ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࠋࠈ



cɫȴʞɠ �+D ʻɻࡱ xüü

üǞƟ ɠɫǩȴɫ ɻȋǩƌƟɻ ƌƟȝȴȣɻʉɫŒʉƟ ʉǞŒʉ  �*B ǩɻ Œ ʿƟȋȋ࢙ƌƟ˨ȣƟƌ ƁŒʞɻŒȋ ɧʞŒȣʉǩʉ ࡪ̍
ŷʞʉ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ǩɻ ƁǞŒȋȋƟȣǊǩȣǊ ƌʞƟ ʉȴ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡱ
īǩʉǞ ȴȣƟ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟࡪ ǩȣ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ ʉǞǩɻ ǩȝɠȋǩƟɻ  �*B ≠ uóóȠʂࡪ
ƌƟɻɠǩʉƟ ʉǞƟ ǇŒƁʉ ʉǞŒʉ *�*B = uóóƀȰࡱ
īƟ ƁŒȣ ɻƟƟ ʉǞǩɻ ŒȣȴʉǞƟɫ ʿŒˈ ŷˈ ƟˇɠŒȣƌǩȣǊ ȴʞɫ ʉŒŷȋƟ Ǉɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟ
ŒɻɻʞȝǩȣǊࢍ ʉǞƟ ƟˇƁȋʞɻǩȴȣ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡱࢎ

ࠋࠈ



cɫȴʞɠ �+D ʻɻࡱ xüü ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ċȣǩʉ ĪࠈǦ ĪࠇǦ δǦ ƊǦ(ˍ = (ࠈ ƊǦ(ˍ = (ࠇ üˈɠƟ ĪǦ(ˍ = (ࠈ ĪǦ(ˍ = (ࠇ uóóǦ
ࠜ ࠡ ࠟ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠝ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠞ ࠟ ࠠ ࢙ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠟ ࠞ ࠛ ࠞ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠠ ࠝ ࠜ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠡ ࠠ ࠟ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠢ ࠝ ࠜ ࠜ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠣ ࠡ ࠡ ࠛ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠤ ࠠ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࡲ ࡲ ࡲ
ࠜࠛ ࠣ ࠢ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࡲ ࡲ ࡲ

ࠌࠈ



cɫȴʞɠ �+D ʻɻࡱ xüü ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ċȣǩʉ ĪࠈǦ ĪࠇǦ δǦ ƊǦ(ˍ = (ࠈ ƊǦ(ˍ = (ࠇ üˈɠƟ ĪǦ(ˍ = (ࠈ ĪǦ(ˍ = (ࠇ uóóǦ
ࠜ ࠡ ࠟ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࠡ ࠟ ࠝ
ࠝ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࠝ ࠝ ࠛ
ࠞ ࠟ ࠠ ࢙ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࠠ ࠠ ࠛ
ࠟ ࠞ ࠛ ࠞ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࠞ ࠛ ࠞ
ࠠ ࠝ ࠜ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࠜ ࠜ ࠛ
ࠡ ࠠ ࠟ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࠟ ࠟ ࠛ
ࠢ ࠝ ࠜ ࠜ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࠝ ࠜ ࠜ
ࠣ ࠡ ࠡ ࠛ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࠡ ࠡ ࠛ
ࠤ ࠠ ࠞ ࠝ ࠜ ࠛ Ɓȴ ࠠ ࠞ ࠝ
ࠜࠛ ࠣ ࠢ ࠜ ࠛ ࠛ ȣʉ ࠢ ࠢ ࠛ

ࠍࠈ



üʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࠎࠈ



DˇŒȝɠȋƟࡩ +££ ʉȴʿȣǞŒȋȋ ȴȣ Ǌʞȣ ɠȴȋǩƁˈ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ � ʞɻƟǇʞȋ ʉǩʉȋƟ Ǉɫȴȝ Ĩȴˇ ࠏࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ʿȴɫȅƟƌ Ǉȴɫ +££ Œȣƌ ˈȴʞ ʿǩɻǞ ʉȴ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ ʻǩƟʿǩȣǊ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǞŒɻ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʻǩƟʿƟɫɻࢪ ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ

ࡦ ĳȴʞ ȴŷʉŒǩȣ Œ ɻŒȝɠȋƟ ȴǇ Ƞ = ࠇࠇࠇ,ࠌ ɠȴɻɻǩŷȋƟ üĨ ʻǩƟʿƟɫɻࡪ Œȣƌ ǊŒʉǞƟɫ
ʉǞƟǩɫ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ŒǊƟࡪ ǊƟȣƌƟɫࡪ ɠŒɫʉˈ ŒǇ˨ȋǩŒʉǩȴȣࢎ

ࡦ ĳȴʞ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ǩȣʉȴ ƟǩʉǞƟɫ Œȣ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟȝƟȣʉ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࢎࢨ ȴɫ Œ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ɻȴȝƟ üĨ Œʉ ɻȴȝƟ ɠȴǩȣʉࡱࢎࢨ

ࡦ �ǇʉƟɫ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࡪ ˈȴʞ Œɻȅ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟˈ ʿŒʉƁǞƟƌ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ʉǞȴɻƟ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Œɫȝࡱࢎ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ ˈȴʞ ɻȴȋǩƁǩʉ ʉǞƟǩɫ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ DࡱǊࡪࡱ īȴʞȋƌࢧ ˈȴʞ ɻʞɠɠȴɫʉ Œ ǇƟƌƟɫŒȋ ŷŒȣ ȴȣ
ŒɻɻŒʞȋʉ ʿƟŒɠȴȣɻࡲ ĳƟɻࡪ ȴɫ ȣȴࢨࡲ

ࠐࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ʿȴɫȅƟƌ Ǉȴɫ +££ Œȣƌ ˈȴʞ ʿǩɻǞ ʉȴ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ ʻǩƟʿǩȣǊ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǞŒɻ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʻǩƟʿƟɫɻࢪ ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ

ࡦ ĳȴʞ ȴŷʉŒǩȣ Œ ɻŒȝɠȋƟ ȴǇ Ƞ = ࠇࠇࠇ,ࠌ ɠȴɻɻǩŷȋƟ üĨ ʻǩƟʿƟɫɻࡪ Œȣƌ ǊŒʉǞƟɫ
ʉǞƟǩɫ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ŒǊƟࡪ ǊƟȣƌƟɫࡪ ɠŒɫʉˈ ŒǇ˨ȋǩŒʉǩȴȣࢎ

ࡦ ĳȴʞ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ǩȣʉȴ ƟǩʉǞƟɫ Œȣ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟȝƟȣʉ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࢎࢨ ȴɫ Œ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ɻȴȝƟ üĨ Œʉ ɻȴȝƟ ɠȴǩȣʉࡱࢎࢨ

ࡦ �ǇʉƟɫ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࡪ ˈȴʞ Œɻȅ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟˈ ʿŒʉƁǞƟƌ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ʉǞȴɻƟ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Œɫȝࡱࢎ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ ˈȴʞ ɻȴȋǩƁǩʉ ʉǞƟǩɫ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ DࡱǊࡪࡱ īȴʞȋƌࢧ ˈȴʞ ɻʞɠɠȴɫʉ Œ ǇƟƌƟɫŒȋ ŷŒȣ ȴȣ
ŒɻɻŒʞȋʉ ʿƟŒɠȴȣɻࡲ ĳƟɻࡪ ȴɫ ȣȴࢨࡲ

ࠐࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ʿȴɫȅƟƌ Ǉȴɫ +££ Œȣƌ ˈȴʞ ʿǩɻǞ ʉȴ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ ʻǩƟʿǩȣǊ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǞŒɻ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʻǩƟʿƟɫɻࢪ ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ

ࡦ ĳȴʞ ȴŷʉŒǩȣ Œ ɻŒȝɠȋƟ ȴǇ Ƞ = ࠇࠇࠇ,ࠌ ɠȴɻɻǩŷȋƟ üĨ ʻǩƟʿƟɫɻࡪ Œȣƌ ǊŒʉǞƟɫ
ʉǞƟǩɫ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ŒǊƟࡪ ǊƟȣƌƟɫࡪ ɠŒɫʉˈ ŒǇ˨ȋǩŒʉǩȴȣࢎ

ࡦ ĳȴʞ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ǩȣʉȴ ƟǩʉǞƟɫ Œȣ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟȝƟȣʉ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࢎࢨ ȴɫ Œ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ɻȴȝƟ üĨ Œʉ ɻȴȝƟ ɠȴǩȣʉࡱࢎࢨ

ࡦ �ǇʉƟɫ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࡪ ˈȴʞ Œɻȅ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟˈ ʿŒʉƁǞƟƌ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ʉǞȴɻƟ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Œɫȝࡱࢎ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ ˈȴʞ ɻȴȋǩƁǩʉ ʉǞƟǩɫ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ DࡱǊࡪࡱ īȴʞȋƌࢧ ˈȴʞ ɻʞɠɠȴɫʉ Œ ǇƟƌƟɫŒȋ ŷŒȣ ȴȣ
ŒɻɻŒʞȋʉ ʿƟŒɠȴȣɻࡲ ĳƟɻࡪ ȴɫ ȣȴࢨࡲ

ࠐࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ʿȴɫȅƟƌ Ǉȴɫ +££ Œȣƌ ˈȴʞ ʿǩɻǞ ʉȴ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ ʻǩƟʿǩȣǊ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǞŒɻ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʻǩƟʿƟɫɻࢪ ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ

ࡦ ĳȴʞ ȴŷʉŒǩȣ Œ ɻŒȝɠȋƟ ȴǇ Ƞ = ࠇࠇࠇ,ࠌ ɠȴɻɻǩŷȋƟ üĨ ʻǩƟʿƟɫɻࡪ Œȣƌ ǊŒʉǞƟɫ
ʉǞƟǩɫ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ŒǊƟࡪ ǊƟȣƌƟɫࡪ ɠŒɫʉˈ ŒǇ˨ȋǩŒʉǩȴȣࢎ

ࡦ ĳȴʞ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ǩȣʉȴ ƟǩʉǞƟɫ Œȣ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟȝƟȣʉ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࢎࢨ ȴɫ Œ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ɻȴȝƟ üĨ Œʉ ɻȴȝƟ ɠȴǩȣʉࡱࢎࢨ

ࡦ �ǇʉƟɫ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࡪ ˈȴʞ Œɻȅ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟˈ ʿŒʉƁǞƟƌ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ʉǞȴɻƟ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Œɫȝࡱࢎ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ ˈȴʞ ɻȴȋǩƁǩʉ ʉǞƟǩɫ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ DࡱǊࡪࡱ īȴʞȋƌࢧ ˈȴʞ ɻʞɠɠȴɫʉ Œ ǇƟƌƟɫŒȋ ŷŒȣ ȴȣ
ŒɻɻŒʞȋʉ ʿƟŒɠȴȣɻࡲ ĳƟɻࡪ ȴɫ ȣȴࢨࡲ

ࠐࠈ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ

ðʞɠɠȴɻƟ ˈȴʞ ʿȴɫȅƟƌ Ǉȴɫ +££ Œȣƌ ˈȴʞ ʿǩɻǞ ʉȴ ȅȣȴʿ ʿǞƟʉǞƟɫ ʻǩƟʿǩȣǊ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǞŒɻ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʻǩƟʿƟɫɻࢪ ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ

ࡦ ĳȴʞ ȴŷʉŒǩȣ Œ ɻŒȝɠȋƟ ȴǇ Ƞ = ࠇࠇࠇ,ࠌ ɠȴɻɻǩŷȋƟ üĨ ʻǩƟʿƟɫɻࡪ Œȣƌ ǊŒʉǞƟɫ
ʉǞƟǩɫ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ŒǊƟࡪ ǊƟȣƌƟɫࡪ ɠŒɫʉˈ ŒǇ˨ȋǩŒʉǩȴȣࢎ

ࡦ ĳȴʞ ɫŒȣƌȴȝȋˈ ŒɻɻǩǊȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ǩȣʉȴ ƟǩʉǞƟɫ Œȣ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟȝƟȣʉ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࢎࢨ ȴɫ Œ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ࡪßȋƟŒɻƟࢧ ʿŒʉƁǞ ɻȴȝƟ üĨ Œʉ ɻȴȝƟ ɠȴǩȣʉࡱࢎࢨ

ࡦ �ǇʉƟɫ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋࡪ ˈȴʞ Œɻȅ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ʿǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟˈ ʿŒʉƁǞƟƌ ʉǞƟ
ʉȴʿȣǞŒȋȋ ǩȣƁȋʞƌǩȣǊࢍ ʉǞȴɻƟ ǩȣ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫȴȋ Œɫȝࡱࢎ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ɠƟɫɻȴȣ ǩȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟࡪ ˈȴʞ ɻȴȋǩƁǩʉ ʉǞƟǩɫ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ŒʉʉǩʉʞƌƟɻ ȴȣ Ǌʞȣ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ DࡱǊࡪࡱ īȴʞȋƌࢧ ˈȴʞ ɻʞɠɠȴɫʉ Œ ǇƟƌƟɫŒȋ ŷŒȣ ȴȣ
ŒɻɻŒʞȋʉ ʿƟŒɠȴȣɻࡲ ĳƟɻࡪ ȴɫ ȣȴࢨࡲ

ࠐࠈ



� ǇƟʿ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ǞƟɫƟ

ࡦ üǞȴɻƟ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟƌ ǩȣʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ʿŒʉƁǞ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋ ࡪࡱƟࡱǩࢍ
ʉǞƟˈ ȝŒˈ ŷƟ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ ȴɫ ƌƟ˨Ɵɫɻࢎ

ࡦ üǞȴɻƟ ƟȣƁȴʞɫŒǊƟƌ ǩȣʉȴ Ɓȴȣʉɫȴȋ ȝŒˈ ʿŒʉƁǞ ʉǞƟ ʉȴʿȣǞŒȋȋ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟˈ ȝŒˈ
ŷƟ ŒȋʿŒˈɻ ʉŒȅƟɫɻ ȴɫ ƌƟ˨Ɵɫɻࡪࢎ ɻǩȣƁƟ ʉǞƟ ɻǞȴʿ ǩɻ ȴɠƟȣ Ǉȴɫ Œȋȋ ʉȴ ʻǩƟʿࡱ

ࡦ üǞƟ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ǩɻ ʂʸȰࢗɵǦƊƝƊ ŷƟƁŒʞɻƟ ǩʉ ƁŒȣ ȴƁƁʞɫ ŷȴʉǞ ʿǞƟȣ
ŒɻɻǩǊȣƟƌ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȴɫ ŒɻɻǩǊȣƟƌ Ɓȴȣʉɫȴȋࡱ

ࠇࠉ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ࢎȴŷɻƟɫʻƟƌࢍ ƌŒʉŒ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ +££ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ࡬

DȣƁȴʞɫŒǊƟ īŒʉƁǞƟƌ ðʞɠɠȴɫʉ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠌࠐࠐ ࡲ
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈ ࠐࠐࠉ ࡲ
ࠇ ࠈ ࠇ ࠉࠌ ࡲ
ࠇ ࠈ ࠈ ࠋࠌࠈ ࡲ
ࠈ ࠇ ࠇ ࠎࠌࠍ ࡲ
ࠈ ࠇ ࠈ ࠇࠎࠏ ࡲ
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠋࠉ ࡲ
ࠈ ࠈ ࠈ ࠈࠊࠎ ࡲ

ࠈࠉ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ࢎȴŷɻƟɫʻƟƌࢍ ƌŒʉŒ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ +££ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ࡬

DȣƁȴʞɫŒǊƟ īŒʉƁǞƟƌ ðʞɠɠȴɫʉ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠌࠐࠐ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈ ࠐࠐࠉ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠈ ࠇ ࠉࠌ ŒʉࡷƌƟ
ࠇ ࠈ ࠈ ࠋࠌࠈ ŒʉࡷƌƟ
ࠈ ࠇ ࠇ ࠎࠌࠍ ƌƟࡷȣʉ
ࠈ ࠇ ࠈ ࠇࠎࠏ ƌƟࡷȣʉ
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠋࠉ ŒʉࡷƁȴ
ࠈ ࠈ ࠈ ࠈࠊࠎ ŒʉࡷƁȴ

ࠉࠉ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ࢎȴŷɻƟɫʻƟƌࢍ ƌŒʉŒ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ +££ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ࡬Œȣƌ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ࡬

DȣƁȴʞɫŒǊƟ īŒʉƁǞƟƌ ðʞɠɠȴɫʉ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠌࠐࠐ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈ ࠐࠐࠉ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠈ ࠇ ࠉࠌ Œʉ
ࠇ ࠈ ࠈ ࠋࠌࠈ Œʉ
ࠈ ࠇ ࠇ ࠎࠌࠍ ȣʉ
ࠈ ࠇ ࠈ ࠇࠎࠏ ȣʉ
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠋࠉ ŒʉࡷƁȴ
ࠈ ࠈ ࠈ ࠈࠊࠎ ŒʉࡷƁȴ

`ɫȴȝ ʉǞƟ ŒŷȴʻƟࡪ ƁŒȣ ʿƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟ +�+Dࡲ

ࠊࠉ



oˈɠȴʉǞƟʉǩƁŒȋ ࢎȴŷɻƟɫʻƟƌࢍ ƌŒʉŒ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ +££ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

�ɻɻʞȝǩȣǊ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ࡬Œȣƌ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈ࡬

DȣƁȴʞɫŒǊƟ īŒʉƁǞƟƌ ðʞɠɠȴɫʉ
ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠌࠐࠐ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈ ࠐࠐࠉ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠈ ࠇ ࠉࠌ Œʉ
ࠇ ࠈ ࠈ ࠋࠌࠈ Œʉ
ࠈ ࠇ ࠇ ࠎࠌࠍ ȣʉ
ࠈ ࠇ ࠈ ࠇࠎࠏ ȣʉ
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠋࠉ ŒʉࡷƁȴ
ࠈ ࠈ ࠈ ࠈࠊࠎ ŒʉࡷƁȴ

`ɫȴȝ ʉǞƟ ŒŷȴʻƟࡪ ƁŒȣ ʿƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟ +�+Dࡲ
ࠊࠉ



+ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ +�+D ʞȣƌƟɫ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࡦ �ɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ *�*B = uóóĪ/ßɫࢍ+ȴȝɠȋǩƟɫࡱࢎ

ࡦ #ˈ �üß Œȣƌࢍ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈࢎ ʿƟ ȅȣȴʿࡩ
Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) + Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) + Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) = ࡱࠈ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) = −ࠈ Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) − Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ)ࡱ
ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ̂Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȣƌ ̂Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȋȋȴʿɻ ʞɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ
+�+Dࡱ

ࠋࠉ



+ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ +�+D ʞȣƌƟɫ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࡦ �ɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ *�*B = uóóĪ/ßɫࢍ+ȴȝɠȋǩƟɫࡱࢎ
ࡦ #ˈ �üß Œȣƌࢍ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈࢎ ʿƟ ȅȣȴʿࡩ
Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) + Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) + Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) = ࡱࠈ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) = −ࠈ Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) − Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ)ࡱ
ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ̂Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȣƌ ̂Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȋȋȴʿɻ ʞɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ
+�+Dࡱ

ࠋࠉ



+ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ +�+D ʞȣƌƟɫ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࡦ �ɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ *�*B = uóóĪ/ßɫࢍ+ȴȝɠȋǩƟɫࡱࢎ
ࡦ #ˈ �üß Œȣƌࢍ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈࢎ ʿƟ ȅȣȴʿࡩ
Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) + Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) + Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) = ࡱࠈ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) = −ࠈ Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) − Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ)ࡱ

ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ̂Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȣƌ ̂Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȋȋȴʿɻ ʞɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ
+�+Dࡱ

ࠋࠉ



+ȴȝɠʞʉǩȣǊ ʉǞƟ +�+D ʞȣƌƟɫ ʉʿȴ࢙ɻǩƌƟƌ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ

ࡦ �ɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ *�*B = uóóĪ/ßɫࢍ+ȴȝɠȋǩƟɫࡱࢎ
ࡦ #ˈ �üß Œȣƌࢍ ȝȴȣȴʉȴȣǩƁǩʉˈࢎ ʿƟ ȅȣȴʿࡩ
Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) + Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) + Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) = ࡱࠈ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ Øɥ(+ȴȝɠȋǩƟɫ) = −ࠈ Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) − Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ)ࡱ
ࡦ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ̂Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȣƌ ̂Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȋȋȴʿɻ ʞɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ
+�+Dࡱ

ࠋࠉ



+ȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ɻƁȴɫƟɻ

5Ɵ˨ȣƟ ƟŒƁǞ ʞȣǩʉࢪɻ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ŷƟǩȣǊ Œ ƁȴȝɠȋǩƟɫࡪ
ŒȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫࡪ ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫࡪ Œȣƌ ƌƟ˨Ɵɫ ŷˈࡩ

ࡦ πǦ,ƀȰ
ࡦ πǦ,Œʂ
ࡦ πǦ,Ƞʂ
ࡦ πǦ,ƊƝ

5ʞƟ ʉȴ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞŒʉ Ķ ⊥⊥ (πƀȰ, πŒʂ, πȠʂ, πƊƝ)

üǞǩɻ ȝƟŒȣɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ɻǞŒɫƟ ȴǇ ƁȴȝɠȋǩƟɫɻࡪ ƌƟ˨Ɵɫɻࡪ ŒȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫɻࡪ Œȣƌ
ȣƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫɻ ǩɻ ƟɧʞŒȋ ǩȣ ŷȴʉǞ Ǌɫȴʞɠɻࡱ xࡱƟࡪࡱ

E(πǺ) = E(πǺ|Ķ) = E(πǺ|Ķ = (ࠈ = E(πǺ|Ķ = (ࠇ
ࡪ Ǉȴɫ Œȋȋ Ǻ ∈ {ƀȰ,Œʂ,Ƞʂ,ƊƝ}ࡱ

ࠌࠉ



DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ Øɥ(�ȋʿŒˈɻ࢙ʉŒȅƟɫ) Œȣƌ Øɥ(£ƟʻƟɫ࢙ʉŒȅƟɫ)

ĶQ#b
Ǧ 3Q#b

Ǧ ĪQ#b
Ǧ # ċȣǩʉɻ üˈɠƟ

ࠇ ࠇ ࠇ ࠌࠐࠐ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠇ ࠈ ,ࠈ ࠐࠐࠉ Ɓȴࡷȣʉ
ࠇ ࠈ ࠇ ࠉࠌ Œʉ
ࠇ ࠈ ࠈ ࠋࠌࠈ Œʉ
ࠈ ࠇ ࠇ ࠎࠌࠍ ȣʉ
ࠈ ࠇ ࠈ ࠇࠎࠏ ȣʉ
ࠈ ࠈ ࠇ ࠉࠋࠉ ŒʉࡷƁȴ
ࠈ ࠈ ࠈ ࠈࠊࠎ ŒʉࡷƁȴ

ࡦ Ê(πŒʂ) = ̂E(πŒʂ|Ķ = (ࠇ = ࠋࠌࠈ+ࠉࠌ
ࠋࠌࠈ+ࠉࠌ+ࠐࠐࠉࠈ+ࠌࠐࠐ = ࡱࠋࠉࠏࠇ.ࠇ

ࡦ Ê(πȠʂ) = ̂E(πȠʂ|Ķ = (ࠈ = ࠇࠎࠏ+ࠎࠌࠍ
ࠈࠊࠎ+ࠉࠋࠉ+ࠇࠎࠏ+ࠎࠌࠍ = ࡱࠏࠇࠈࠍ.ࠇ

ࡦ Ê(πƀȰ) = −ࠈ ̂E(πŒʂ|Ķ = (ࠇ − ̂E(πȠʂ|Ķ = (ࠈ = −ࠈ −ࠋࠉࠏࠇ.ࠇ ࠏࠇࠈࠍ.ࠇ
ࠍࠉ



�ʉ ȋȴȣǊ ȋŒɻʉࡪ +�+D࡭

īƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ +�+D ŷˈࡩ

̂uóóĪ
Ê(πƀȰ)

=
ࠉࠐࠌࠇ.ࠇ
ࠏࠍࠇࠊ.ࠇ = ࠊࠐࠈ.ࠇ

xǇ ˈȴʞࢪɫƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ ƌƟɻǩǊȣɻ ʉǞŒʉ ŒƁƁȴȝȴƌŒʉƟ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒࡷŒʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩȣ
ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟࡩ ɻƟƟࡪ Ǉȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ĳŒʞ Œȣƌ �ǩʉʉȋƟ ࢎࠈࠇࠇࠉࢍ Œȣƌ ɫƟȋŒʉƟƌ ʿȴɫȅࡱ

ࠎࠉ

https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1198/016214501753381887


�ʉ ȋȴȣǊ ȋŒɻʉࡪ +�+D࡭

īƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ +�+D ŷˈࡩ

̂uóóĪ
Ê(πƀȰ)

=
ࠉࠐࠌࠇ.ࠇ
ࠏࠍࠇࠊ.ࠇ = ࠊࠐࠈ.ࠇ

xǇ ˈȴʞࢪɫƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ ƌƟɻǩǊȣɻ ʉǞŒʉ ŒƁƁȴȝȴƌŒʉƟ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒࡷŒʉʉɫǩʉǩȴȣ ǩȣ
ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟࡩ ɻƟƟࡪ Ǉȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ĳŒʞ Œȣƌ �ǩʉʉȋƟ ࢎࠈࠇࠇࠉࢍ Œȣƌ ɫƟȋŒʉƟƌ ʿȴɫȅࡱ

ࠎࠉ

https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1198/016214501753381887


īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈࡲ

� ǇƟʿ ƁǞȴǩƁƟɻࡩ

ࡦ +ȋȴɻƟƌ࢙Ǉȴɫȝ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ +�+D ɻƟƟࢍ xæࢎ
ࡦ #ŒˈƟɻǩŒȣ ȝƟʉǞȴƌɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ xȝŷƟȣɻ Œȣƌ æʞŷǩȣࡪ ࢎࠎࠐࠐࠈ
ࡦ üǞƟ �ŒƁȅȅȣǩǇƟ
ࡦ #ȴȴʉɻʉɫŒɠ ȝƟʉǞȴƌɻ

ࠏࠉ

https://projecteuclid.org/euclid.aos/1034276631


üǞƟ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠࡲ

�Œǩȣ ǩƌƟŒࡩ ʿƟ ƁŒȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ Œ ǊǩʻƟȣ
ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ŷˈ ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈ ɫƟ࢙ƌɫŒʿǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ƌŒʉŒࡱ

īƟ ʿǩȋȋ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ɻǩȝɠȋƟ ȣȴȣɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠࡱ üǞǩɻ ʿǩȋȋ ŷƟƁȴȝƟ
ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊȋˈ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ Œɻ ʿƟ ȝȴʻƟ ȴȣ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟࡱ

ࠐࠉ



üǞƟ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠࡲ

�Œǩȣ ǩƌƟŒࡩ ʿƟ ƁŒȣ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ Œ ǊǩʻƟȣ
ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ŷˈ ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈ ɫƟ࢙ƌɫŒʿǩȣǊ ɠȴǩȣʉɻ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ƌŒʉŒࡱ
īƟ ʿǩȋȋ ǇȴƁʞɻ ȴȣ ʉǞƟ ɻǩȝɠȋƟ ȣȴȣɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠࡱ üǞǩɻ ʿǩȋȋ ŷƟƁȴȝƟ
ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊȋˈ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ Œɻ ʿƟ ȝȴʻƟ ȴȣ ǩȣ ʉǞǩɻ ƁȴʞɫɻƟࡱ

ࠐࠉ



#ȴȴʉɻʉɫŒɠ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟ

cǩʻƟȣ Œ ɻŒȝɠȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Ƞࡪ Œȣƌ ɻȴȝƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ óȠࡪ ȴʞɫ
ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǩɻ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ V ̂̂Ƞ(óȠ) Ǉɫȴȝ ȴʞɫ ɻŒȝɠȋƟࡱ

üȴ ƌȴ ʉǞǩɻࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈ ɻǩȝʞȋŒʉƟ ĩ′
Ǧ, . . . , ĩ′

Ƞ ∼ ̂̂Ƞ Œȣƌ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩ˔Ɵ ʉǞƟ
ʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ȴʞɫ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠɠƟƌ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡱ
#ȴȴʉɻʉɫŒɠ ĨŒɫǩŒȣƁƟ DɻʉǩȝŒʉǩȴȣ

ࡱࠈ 5ɫŒʿ ĩ′
Ǧ, . . . , ĩ′

Ƞ ∼ ̂̂Ƞࡪ ʿǩʉǞ ɫƟɠȋŒƁƟȝƟȣʉࡱ
ࡱࠉ DɻʉǩȝŒʉƟ ó′

Ƞ = ǅ(ĩ′
Ǧ, . . . , ĩ′

Ƞ)

ࡱࠊ æƟɠƟŒʉ ࠈ Œȣƌ ࡪࠉ � ʉǩȝƟɻࡪ Œȣƌ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ó′
Ƞ,ࠈ, . . . , ó′

Ƞ,�

ࡱࠋ ĳȴʞɫ ŷȴȴɻʉɫŒɠ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

ʴŶȰȰʂ =
ࠈ
�

�∑

Ț=ࠈ

⎛

⎝ó′
Ƞ,Ț − ࠈ

�
�∑

Ŷ=ࠈ
ó′
Ƞ,Ŷ

⎞

⎠
ࠉ

ࠇࠊ



#ȴȴʉɻʉɫŒɠ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟ

cǩʻƟȣ Œ ɻŒȝɠȋƟ ȴǇ ɻǩ˔Ɵ Ƞࡪ Œȣƌ ɻȴȝƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ óȠࡪ ȴʞɫ
ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǩɻ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒɫǩŒȣƁƟ V ̂̂Ƞ(óȠ) Ǉɫȴȝ ȴʞɫ ɻŒȝɠȋƟࡱ
üȴ ƌȴ ʉǞǩɻࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ɫƟɠƟŒʉƟƌȋˈ ɻǩȝʞȋŒʉƟ ĩ′

Ǧ, . . . , ĩ′
Ƞ ∼ ̂̂Ƞ Œȣƌ ƁǞŒɫŒƁʉƟɫǩ˔Ɵ ʉǞƟ

ʻŒɫǩŒȣƁƟ ȴǇ ȴʞɫ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠɠƟƌ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ɻŒȝɠȋƟ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡱ
#ȴȴʉɻʉɫŒɠ ĨŒɫǩŒȣƁƟ DɻʉǩȝŒʉǩȴȣ

ࡱࠈ 5ɫŒʿ ĩ′
Ǧ, . . . , ĩ′

Ƞ ∼ ̂̂Ƞࡪ ʿǩʉǞ ɫƟɠȋŒƁƟȝƟȣʉࡱ
ࡱࠉ DɻʉǩȝŒʉƟ ó′

Ƞ = ǅ(ĩ′
Ǧ, . . . , ĩ′

Ƞ)

ࡱࠊ æƟɠƟŒʉ ࠈ Œȣƌ ࡪࠉ � ʉǩȝƟɻࡪ Œȣƌ ɻʉȴɫƟ ʉǞƟ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ó′
Ƞ,ࠈ, . . . , ó′

Ƞ,�

ࡱࠋ ĳȴʞɫ ŷȴȴɻʉɫŒɠ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

ʴŶȰȰʂ =
ࠈ
�

�∑

Ț=ࠈ

⎛

⎝ó′
Ƞ,Ț − ࠈ

�
�∑

Ŷ=ࠈ
ó′
Ƞ,Ŷ

⎞

⎠
ࠉ

ࠇࠊ



ðȴࡪ ƁŒȣ ʿƟ ȋƟŒɫȣ ŒȣˈʉǞǩȣǊ Œŷȴʞʉ �üD Ǉɫȴȝ xĨࡲ

ĳƟɻࡪ ɠƟɫǞŒɠɻ࡬

ࡦ æƟ࢙ʿƟǩǊǞʉǩȣǊ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ �üD �ɫȴȣȴʿࢍ Œȣƌ +ŒɫȣƟǊǩƟࡪ ࢎࠊࠈࠇࠉ
ࡦ #ȴʞȣƌǩȣǊ �üD ǊǩʻƟȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ŒȋȅƟ#ࢍ Œȣƌ ßƟŒɫȋࡪ ࢎࠎࠐࠐࠈ

üʿȴ ǊɫƟŒʉ æ ɠŒƁȅŒǊƟɻࡩ

ࡦ °�ãû
ࡦ ÉÐÉ�ÐÈÜÂ°�É��

ࠈࠊ

http://www.jstor.org/stable/24572676
http://ftp.cs.ucla.edu/pub/stat_ser/r199-jasa.pdf


ðȴࡪ ƁŒȣ ʿƟ ȋƟŒɫȣ ŒȣˈʉǞǩȣǊ Œŷȴʞʉ �üD Ǉɫȴȝ xĨࡲ

ĳƟɻࡪ ɠƟɫǞŒɠɻ࡬

ࡦ æƟ࢙ʿƟǩǊǞʉǩȣǊ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ �üD �ɫȴȣȴʿࢍ Œȣƌ +ŒɫȣƟǊǩƟࡪ ࢎࠊࠈࠇࠉ
ࡦ #ȴʞȣƌǩȣǊ �üD ǊǩʻƟȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ŒȋȅƟ#ࢍ Œȣƌ ßƟŒɫȋࡪ ࢎࠎࠐࠐࠈ

üʿȴ ǊɫƟŒʉ æ ɠŒƁȅŒǊƟɻࡩ

ࡦ °�ãû
ࡦ ÉÐÉ�ÐÈÜÂ°�É��

ࠈࠊ

http://www.jstor.org/stable/24572676
http://ftp.cs.ucla.edu/pub/stat_ser/r199-jasa.pdf


x+ðī Ǉɫȴȝࢍ �ɫȴȣȴʿ Œȣƌ +ŒɫȣƟǊǩƟࡪ ࢎࠊࠈࠇࠉ

xȣʻƟɫɻƟ ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ࢙ɻƁȴɫƟ ʿƟǩǊǞʉǩȣǊ
�Œǩȣ ǩƌƟŒࡩ ǩǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ŒɫƟ ɠɫƟƌǩƁʉǩʻƟ ȴǇ
ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ ɻʉŒʉʞɻࡪ ˈȴʞ ƁŒȣ ɫƟ࢙ʿƟǩǊǞʉ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ȴǇ ʉǞƟ ��üD ǩȣ
Œ ȝŒȣȣƟɫ Œȅǩȣ ʉȴ ʉǞƟ oȴɫʻǩʉ˔࢙üǞȴȝɠɻȴȣ ࢎࠉࠌࠐࠈࢍ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣࡩ

x+ðī ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ Ǉȴɫ ʉǞƟ �üDࡪ �̂óBu*èĢ =

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*ǦĶǦĪǦ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*ǦĶǦ

)
−

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*Ǧ(ࠈ− ĶǦ)ĪǦ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*Ǧ(ࠈ− ĶǦ)

)

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*ǦĶǦ3Ǧ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*ǦĶǦ

)
−

( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*Ǧ(ࠈ− ĶǦ)3Ǧ

)/( ∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ̂y*Ǧ(ࠈ− ĶǦ)

)

ʿǞƟɫƟ ̂y*Ǧ =
ࠈ
Ø̂*Ǧ
ࡪ Œȣƌ Ø̂*Ǧ = ̂Øɥ(3ࠈ > ĩ|ࠇ3 = ˀǦ)ࡱ

ࠉࠊ



+Œȣ ʿƟ ǩȣǇƟɫ ŒȣˈʉǞǩȣǊ Œŷȴʞʉ �üD Ǉɫȴȝ ȴʞɫ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡲ

īƟ ʿǩȋȋ ŷɫǩƟ˩ˈ ƌǩɻƁʞɻɻ ʉʿȴ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ȣƟˇʉ ƁȋŒɻɻࡩ

ࡱࠈ #ȴʞȣƌǩȣǊ �üD ǊǩʻƟȣ ȴʞɫ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ ŒȋȅƟ#ࢍ Œȣƌ ßƟŒɫȋࡪ ࢎࠎࠐࠐࠈ
ࡱࠉ æƟ࢙ʿƟǩǊǞʉǩȣǊ ȴʞɫ ƌŒʉŒ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ �üD �ɫȴȣȴʿࢍ Œȣƌ +ŒɫȣƟǊǩƟࡪ ࢎࠊࠈࠇࠉ

ࠎࠊ

http://ftp.cs.ucla.edu/pub/stat_ser/r199-jasa.pdf
http://www.jstor.org/stable/24572676


xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
�ŒʉƁǞƟƌ ɻŒȝɠȋǩȣǊ Ǉȴɫ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠇࠉ࢙ࠊࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



üȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ ðʉʞŒɫʉࡪ Dࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ �ŒʉƁǞǩȣǊࢧ �ƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ +ŒʞɻŒȋ xȣǇƟɫƟȣƁƟࡩ � æƟʻǩƟʿ
Œȣƌ Œ �ȴȴȅ `ȴɫʿŒɫƌࡱࢨ ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ðƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ oȴࡪ ࡪࡱ5 xȝŒǩࡪ ࡪࡱ� �ǩȣǊࡪ cࡪࡱ ðʉʞŒɫʉࡪ Dࡱ ࡱࢎࠎࠇࠇࠉࢍ �ŒʉƁǞǩȣǊࢧ Œɻ
£ȴȣɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ßɫƟɠɫȴƁƟɻɻǩȣǊ Ǉȴɫ æƟƌʞƁǩȣǊ �ȴƌƟȋ 5ƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ǩȣ
ßŒɫŒȝƟʉɫǩƁ +ŒʞɻŒȋ xȣǇƟɫƟȣƁƟࢨࡱ ßȴȋǩʉǩƁŒȋ �ȣŒȋˈɻǩɻࡱ

ࡦ æʞŷǩȣࡪ ࡪࡱ5 Œȣƌ īŒʉƟɫȝŒȣࡪ æࡱ ࡱࢎࠍࠇࠇࠉࢍ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊࢧ ʉǞƟ +ŒʞɻŒȋ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ
�ŒɫȅƟʉǩȣǊ xȣʉƟɫʻƟȣʉǩȴȣɻ ċɻǩȣǊ ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ðƁȴɫƟ �ƟʉǞȴƌȴȋȴǊ ࢨࡱ̍
ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ðƁǩƟȣƁƟࡱ

ࡦ xæࡪ +Ǟࡱ ࡪࠉࠈ ࡪࠊࠈ ࠏࠈ

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁƟ ɻƟƁʉǩȴȣ ȴȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ
ࡦ �ȴʉǩʻŒʉƟ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ǩȣ ȋǩǊǞʉ ȴǇ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ʉǞƟȴɫˈ
ࡦ ´ʻƟɫʻǩƟʿ ɻƟʻƟɫŒȋ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ
ࡦ 5ǩɻƁʞɻɻ ʉǞƟǩɫ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟɻ

ࠋ



´ŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ

ࠌ



´ŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ ʻɻࡱ ƁȴȣʉɫȴȋȋƟƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ xȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡪ ʉǞƟ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ
ʞȣȅȣȴʿȣࡱ

ࡦ īǞǩȋƟ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌȣƟɻɻ ʿŒɻ ɠŒɫʉ ȴǇ ʉǞƟ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ƌƟɻǩǊȣ ǩȣ Œ
ƁȴȣʉɫȴȋȋƟƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ ǩʉ ǩɻ Œȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ǩȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡩ

(Īࠇ, Īࠈ) ⊥ 3 | ĩ

ࡦ ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ ǩɻ ȣȴʉ ʉƟɻʉŒŷȋƟ ǩȣ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ɻƟȣɻƟࡩ ǊǩʻƟȣ Œ
ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ (3, ĩ, Ī∗)ࡪ ʿǞƟɫƟ 3 ∈ ,ࠇ} ࡪ{ࠈ ĩ ∈ RƊࡪ Œȣƌ Ī∗ ∈ Rࡪ ǩʉ ǩɻ
ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉȴ ʿɫǩʉƟ ʉʿȴ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟ ȝȴƌƟȋɻ (3, ĩ, Īࠇ, Īࠈ)
ƁȴȝɠŒʉǩŷȋƟ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣ (3, ĩ, Ī∗)ࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ Ī∗ = Ī3ࡪ Œȣƌ
ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ǩȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ȝȴƌƟȋࡪ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ Ǟȴȋƌɻࡶ Œȣƌ ǩȣ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ȴȣƟࡪ ǩʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉࡱ

ࠍ



´ŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻ ʻɻࡱ ƁȴȣʉɫȴȋȋƟƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࡦ üǞǩɻ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ʿƟࢪȋȋ ȣƟƟƌ ʉȴ ŒɻɻƟɫʉ ǽʞƌǊȝƟȣʉ ʿǞƟʉǞƟɫ
ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ ǩɻ ɠȋŒʞɻǩŷȋƟ ȴɫ ȣȴʉࡱ DࡱǊࡪࡱ ǩǇ ĩ ǩɻ ɻȴƁǩȴ࢙ƟƁȴȣȴȝǩƁ
ɻʉŒʉʞɻࡪ ǩǇ 3 ǩɻ ɻȝȴȅǩȣǊࡪ Œȣƌ ǩǇ Ī∗ ǩɻ ʉǞƟ ǞƟŒȋʉǞ ȴʞʉƁȴȝƟࡪ ƌȴƟɻ ǩʉ ȝŒȅƟ
ɻƟȣɻƟࡲ

ࡦ ðǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Ɲ (ˀ) ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋࢍ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ŷƟǩȣǊ
ʉɫƟŒʉƟƌࢎ ǩɻ ʞȣȅȣȴʿȣࡱ īƟ ʿǩȋȋ ǞŒʻƟ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ǩʉࡱ

ࠎ



DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ

ࡦ ċȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ʉǞƟ �üD ǩɻ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ B [�óB (ĩ)]ࡪ ʿǞƟɫƟ

�óB (ĩ) = B [Ī|3 = ,ࠈ ĩ] − B [Ī|3 = ,ࠇ ĩ] .

ࡦ īǞƟȣ ĩ ǩɻ ƌǩɻƁɫƟʉƟࡪ ƟŒɻˈࡩ ʻǩƟʿ ɻʉʞƌˈ Œɻ Œ ɻʉɫŒʉǩ˨Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ ʿǩʉǞ
Œɻ ȝŒȣˈ ŷȋȴƁȅɻ Œɻ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ʻŒȋʞƟɻ ʉǞŒʉ ĩ ƁŒȣ ʉŒȅƟࡱ

ࡦ īǞƟȣ ĩ ǩɻ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻࡪ ʉǞǩɻ ǩɻ ȝȴɫƟ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉࡪ Œɻ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ ŒɫƟ
ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ĩ = ˀࡪ Œ ˔Ɵɫȴ࢙ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ƟʻƟȣʉࡱ īƟ ʿǩȋȋ ƟˇɠȋȴɫƟ
ɻƟʻƟɫŒȋ ŒʉʉƟȝɠʉɻ ʉȴ ŒƌƌɫƟɻɻ ʉǞǩɻ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ࡱ̍

ࠏ



ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Œȣƌ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡩ ɫƟȝǩȣƌƟɫɻ

ࡦ æƟƁŒȋȋ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ǩɻ ƌƟ˨ȣƟƌ Œɻ Ɲ (ĩ) = Pr (3 = ࡱ(ĩ|ࠈ ċȣƌƟɫ
ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ

(Īࠇ, Īࠈ) ⊥ 3 | Ɲ (ĩ) .

ࡦ ´ʻƟɫȋŒɠ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣࡩ ࠇ < Ɲ (ˀ) < ࠈ Ǉȴɫ Œȋȋ ˀ ǩȣ ʉǞƟ ɻʞɠɠȴɫʉ ȴǇ Øĩࡱ
ࡦ ċȣƌƟɫ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡪ ʉǞƟ �üD ǩɻ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ B [�óB (ĩ)]ࡪ ʿǞƟɫƟ

�óB (ĩ) = B [Ī|3 = ,ࠈ ĩ] − B [Ī|3 = ,ࠇ ĩ] ,
Œȣƌ ǞƟȣƁƟ �óB = B [�óB (Ɲ)]

�óB (Ɲ) = B [Ī|3 = ,ࠈ Ɲ (ĩ) = Ɲ] − B [Ī|3 = ,ࠇ Ɲ (ĩ) = Ɲ] .
ࡦ üǞǩɻ ȝƟŒȣɻ ʉǞŒʉ ǩȣɻʉƟŒƌ ȴǇ ɻʉȴɫǩȣǊ ʉǞƟ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ĩࡪ ʿƟ Ɓȴʞȋƌ ȅƟƟɠ
ȴȣȋˈ Ɲ (ĩ)ࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ȋƟɻɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣࡱ oȴʿƟʻƟɫࡪ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ
ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Ɲ (ˀ) ƁŒȣ ŷƟ ǩȣʻȴȋʻƟƌࡱ īƟࢪȋȋ ƁȴȝƟ ŷŒƁȅ ʉȴ ʉǞŒʉ ȋŒʉƟɫࡱ

ࠐ



DǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ŷȴʞȣƌ

ࡦ xʉ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉȴ ƁȴȝɠʞʉƟ ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ŷƟɻʉ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒƁƁʞɫŒƁˈ ʉǞŒʉ Œȣ
ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ƁŒȣ ŒƁǞǩƟʻƟ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟࡱ

ࡦ ðƟȝǩ࢙ɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ƟǇ˨ƁǩƟȣƁˈ ŷȴʞȣƌ ࡪࡱǊࡱƟࢍ oŒǞȣࡪ ࡩࢎࠏࠐࠐࠈ Ǉȴɫ Œȣˈ
ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ �̂óB ȴǇ �óBࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ Œɻ

lim  ʴŒɥ
(
�̂óB− �óB

)
≥ B

[
ğࠈ (ĩ)
Ɲ (ĩ) +

ğࠇ (ĩ)
−ࠈ Ɲ (ĩ) + (�óB (ĩ) − �óB)ࠉ

]

ʿǞƟɫƟ ğƊ (ĩ) = ʴŒɥ
(
ĪƊ|ĩ

)
ࡪ Œȣƌ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌ ƁŒȣ ŷƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟȋˈ

ŒʉʉŒǩȣƟƌ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ   ǩɻ ȋŒɫǊƟࡱ
ࡦ īǞƟʉǞƟɫ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Ɲ (ˀ) ǩɻ ȅȣȴʿȣ ȴɫ ȣȴʉ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ŒǇǇƟƁʉ
ʉǞǩɻ ŷȴʞȣƌࡱ

ࠇࠈ

https://pdfs.semanticscholar.org/21dd/618f5ae113b5e4092403a65777765908a4a0.pdf


ßŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣɻ

ࡦ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ ŒɻɻʞȝƟ Œ ɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ˈʉˈɠǩƁŒȋȋࢍ ȋǩȣƟŒɫࢎ Ǉȴɫȝ ȴǇ

B
[
ĪƊ|3 = Ɗ, ĩ = ˀ

]
= αƊ + β′

Ɗˀ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ɫƟǊɫƟɻɻ Ī∗
Ǧ ȴȣ ĩǦ ȴȣ ŷȴʉǞ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉƟƌ Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ɻƟʉɻࡪ Œȣƌ ʉǞƟ

ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ȴǇ ʉǞƟ �üD ʿǩȋȋ ŷƟ

α̂ࠈ − α̂ࠇ +
(
β̂ࠈ − β̂ࠇ

)′ ĩ̄.

ࡦ ßɫȴŷŒŷȋˈ ʉǞƟ ȝȴɻʉ ɠȴɠʞȋŒɫ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǩȣ ŒɠɠȋǩƟƌ ʿȴɫȅࡱ
ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ Œ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ǩɻ
ʞȣȅȣȴʿȣࡩ ǞƟɫƟࡪ Ǉȴɫ ǩȣɻʉŒȣƁƟࡪ ȣȴʉǞǩȣǊ ǊʞŒɫŒȣʉƟƟɻ ʉǞŒʉ ǩʉ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ
ȋǩȣƟŒɫࡱ īƟ Ɓȴʞȋƌ Œƌƌ ǞǩǊǞƟɫ࢙ȴɫƌƟɫ ʉƟɫȝɻ ŷʞʉ ʿƟ ʿȴʞȋƌ ʉǞƟȣ ŷƟ ǇŒƁƟƌ
ʿǩʉǞ Œ ȝȴƌƟȋ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ǩɻɻʞƟࡱ

ࠈࠈ



#ȋȴƁȅǩȣǊ

ࡦ ðʉɫŒʉǩ˨Ɵƌ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ŷȋȴƁȅɻ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ X ࡪ ȣŒȝƟȋˈ
X = Xࠈ∪Xࠉ ∪ ... ∪ Xࡪ� Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ

�∑

Ȃ=ࠈ
Pr (ĩ ∈ XȂ)�óBȂ

ʿǞƟɫƟ
�óBȂ = B [Ī∗|3 = ,ࠈ ĩ ∈ Xࠈ] − B [Ī∗|3 = ,ࠇ ĩ ∈ XȂ]

ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ Œ ɠɫȴŷȋƟȝ ʿǩʉǞ ʉǞǩɻ ȝƟʉǞȴƌȴȋȴǊˈ ǩɻ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ʉǞƟ
ŷȋȴƁȅɻ ʉǞŒʉ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ɻƟʉ ǩɻ ȣȴʉ ȴŷʻǩȴʞɻࡩ ʉǞƟˈ ɻǞȴʞȋƌ ȣȴʉ ŷƟ ʉȴȴ
ȋŒɫǊƟ ǩȣࢍ ʉǞƟ ȋǩȝǩʉ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ŷǩȣࡪ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ʿȴʞȋƌ
ŷƟƁȴȝƟ ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ŷǩŒɻƟƌࡶࢎ ȣȴɫ ʉȴȴ ɻȝŒȋȋ ŷƟƁŒʞɻƟࢍ
ʉǞƟȣ ɻȴȝƟ ŷǩȣɻ ʿȴʞȋƌ ŷƟ Ɵȝɠʉˈࡱࢎ

ࠉࠈ



�ƟɫȣƟȋ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ

ࡦ £ȴȣɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ B
[
ĪƊ|3 = Ɗ, ĩ = ˀ

]
ǩɻ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ ȅƟɫȣƟȋ

ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ʞɻǩȣǊ
∑ 
Ǧ=ࠈ �

(
ĩǦ−ˀ
Ǜ

)
ĪǦࠈ {3Ǧ = Ɗ}

∑ 
Ǧ=ࠈ �

(
ĩǦ−ˀ
Ǜ

)
ࠈ {3Ǧ = Ɗ}

ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ Ǜ ࢎŷŒȣƌʿǩƌʉǞࢍ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ
ʿƟ ȋȴƁŒȋȋˈ ŒǊǊɫƟǊŒʉƟࡱ

ࡦ Ǜ ɻǞȴʞȋƌ ƌƟƁɫƟŒɻƟ ʿǞƟȣ   ǊƟʉɻ ȋŒɫǊƟɫࡶ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ʉǞƟ ǩȣʻƟɫɻƟ ȴǇ Œ
ɠȴʿƟɫ ȴǇ ࡱ 

ࡦ xǇ � (ˍ) = ࠈ {|ˍ| ≤ ࡪ{ࠈ ʉǞƟ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǩɻ ƁȋȴɻƟȋˈ ɫƟȋŒʉƟƌ ʉȴ ŷȋȴƁȅǩȣǊࡱ
üˈɠǩƁŒȋȋ ࡪ̍ Œ ɻȝȴȴʉǞƟɫ ȅƟɫȣƟȋ ǩɻ ʞɻƟƌࡪ ɻʞƁǞ Œɻ ʉǞƟ cŒʞɻɻǩŒȣ ȅƟɫȣƟȋ
� (ˍ) = exp ࡱ(ࠉ/ࠉˍ−)

ࠊࠈ



DɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ŷˈ ʿƟǩǊǞʉǩȣǊ

ࡦ æƟƁŒȋȋࡪ ǩǇ ʿƟ ȅȣȴʿ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟࡪ ʉǞƟȣ ʿƟ ƁŒȣ ʞɻƟ ʉǞƟ
oȴɫʻǩʉ˔࢙üǞȴȝɠɻȴȣ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ࡩࢎࠉࠌࠐࠈࢍ

τmó =
ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ

3ǦĪ∗
Ǧ

Ɲ (ĩǦ)
− ࠈ
 

 ∑

Ǧ=ࠈ

−ࠈ) 3Ǧ) Ī∗
Ǧ

−ࠈ Ɲ (ĩǦ)
.

ࡦ xȣƌƟƟƌࡪ

E
[
3Ī∗

Ɲ (ĩ)

]

= E
[
E [3Īࠈ|ĩ]
Ɲ (ĩ)

]

= E
[
E [3|ĩ]E [Īࠈ|ĩ]

Ɲ (ĩ)

]

= E [Īࠈ]

Œȣƌ ɻǩȝǩȋŒɫȋ ࡪ̍
E

[
−ࠈ) 3)Ī∗

−ࠈ Ɲ (ĩ)

]

= E [Īࠇ] .

ࡦ xȣ Œ ɠƟɫǇƟƁʉȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪ Ɲ (ˀ) = ࡪ /ࠈ  Œȣƌ ʿƟ ɫƟƁȴʻƟɫ
ʉǞƟ ȣŒǩʻƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫࡱ oȴʿƟʻƟɫࡪ ǩȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡪ ȴǇʉƟȣ Ɲ (ˀ) ǩɻ
ʞȣȅȣȴʿȣࡱ

ࠋࠈ



�ŒʉƁǞǩȣǊ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫɻ

ࡦ �ŒʉƁǞǩȣǊ ǩƌƟŒࡩ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉࡪ ȋȴȴȅ Ǉȴɫ Œ ȣȴȣʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉ
ʿǞǩƁǞ ȴǇǇƟɫɻ ƁȋȴɻƟɻʉ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɫƟɻƟȝŷȋŒȣƁƟ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ˀࡪ
Œȣƌ ɫƟƁȴɫƌ ʉǞƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ

ࡦ ðȴȝƟ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫɻ ȝŒʉƁǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǩȣ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ˀࡶ ɻȴȝƟ ȝŒʉƁǞ ŷŒɻƟƌ ȴȣ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ǩȣ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ
ɻƁȴɫƟ Ɲ (ˀ) ˈɠɫȴɠƟȣɻǩʉࢍ ɻƁȴɫƟ ȝŒʉƁǞǩȣǊࡱࢎ

ࡦ ðƟʻƟɫŒȋ ʻŒɫǩŒȣʉɻࡩ
ࡦ DˇŒƁʉ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ࢙ȣƟǩǊǞŷȴɫࡪ ƁŒȋǩɠƟɫࡪ Œȣƌ ɫŒƌǩʞɻ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ࡦ xȣʉƟɫʻŒȋ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ࡦ �ƟɫȣƟȋ ȝŒʉƁǞǩȣǊ

ࠌࠈ



�ŒʉƁǞǩȣǊ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫɻ

ࠍࠈ



�ŒʉƁǞǩȣǊ

ࡦ ðƟƟ oƟƁȅȝŒȣࡪ xƁǞǩȝʞɫŒࡪ Œȣƌ üȴƌƌ ࡱࢎࠎࠐࠐࠈࢍ
ࡦ üˈɠǩƁŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ

ࠈ
ࠈ 

⎡

⎣
∑

Ǧ∈uࠈ

⎛

⎝Ī∗
Ǧ −

∑

Ǻ∈uࠇ
ωǦǺĪ∗

Ǻ

⎞

⎠

⎤

⎦

ʿǞƟɫƟ ωǦǺ ƁŒɠʉʞɫƟɻ ʉǞƟ ɻǩȝǩȋŒɫǩʉˈ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ȴǇ
ʞȣǩʉɻ Ǧ Œȣƌ Ǻࡱ īƟࢪȋȋ ɻƟƟ ƟˇŒȝɠȋƟɻ ȴǇ ωǦǺ ȋŒʉƟɫࡱ

ࡦ �ƌʻŒȣʉŒǊƟ ȴǇ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌɻࡩ ȣȴ ȣƟƟƌ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ
ɻƁȴɫƟ ʞȣȋƟɻɻࢍ ʿƟ ȝŒʉƁǞ ȴȣ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟࡱࢎ

ࠎࠈ

http://athena.sas.upenn.edu/petra/papers/match.pdf


£ƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊ

ࡦ £ƟŒɫƟɻʉ࢙ȣƟǩǊǞŷȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊࡩ Ǉȴɫ Œ ǊǩʻƟȣ ʞȣǩʉ Ǧࡪ ɫŒȣȅ ʉǞƟ ʞȣǩʉɻ Ǻ ɻʞƁǞ
ʉǞŒʉ 3Ǻ ≠ 3Ǧ ŷˈ ǩȣƁɫƟŒɻǩȣǊ

∣∣∣ĩǦ − ĩǺ
ࡪ∣∣∣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ȴȣƟɻ ŒɫƟ ʉǞƟ ȝȴɻʉ

ɻǩȝǩȋŒɫ ʉȴ Ǧ ǩȣ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ʉȴ ǞŒʻƟ ɫƟƁƟǩʻƟƌ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱࢎ

ࡦ �Ɵʉ �Ț (Ǧ) ŷƟ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ Ț ɻʞƁǞ ʞȣǩʉɻࡱ
ࡦ üǞƟȣ ɻƟʉ ωǦǺ = ࠈ {Ǻ ∈ �Ț (Ǧ)}ࡱ � ʞȣǩʉ ʿǩȋȋ ŷƟ ȝŒʉƁǞƟƌ ʿǩʉǞ Œȣ ŒʻƟɫŒǊƟ
ȴʻƟɫ ʉǞƟ Ț ƁȋȴɻƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ʉǞŒʉ ǞŒʻƟ ɫƟƁƟǩʻƟƌ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ

ࡦ xȝɠȴɫʉŒȣʉ ŷǩŒɻ Œɻ ɻȴȴȣ Œɻ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ ȴǇ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ǩɻ ŒŷȴʻƟ ࡱࠉ

ࠏࠈ



�ƟɫȣƟȋ ȝŒʉƁǞǩȣǊ

ࡦ xȣ ȅƟɫȣƟȋ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ƁŒȣ ʉŒȅƟ

ω (Ǧ, Ǻ) =
�

( ˀǺ−ˀǦ
ǛȠ

)
ࠈ

{
3Ǧ ≠ 3Ǻ

}

∑
Ȃ∈u �

(
ˀȂ−ˀǦ
ǛȠ

)
ࠈ {3Ǧ ≠ 3Ȃ}

ࡦ ðŒȝƟ ɻɠǩɫǩʉ Œɻ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ŷʞʉ ʿƟǩǊǞʉɻ Œȋȋ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻࡱ

ࠐࠈ



ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ȝŒʉƁǞǩȣǊ

ࡦ xƌƟŒࡩ ɫƟɠȋŒƁƟ ĩǦ ŷˈ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Ɲ (ĩǦ)ࡱ
ࡦ �ƌʻŒȣʉŒǊƟࡩ ǩǇ ˀ ǩɻ ǞǩǊǞ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋࡪ ǞŒȣƌȋƟɻ ʉǞƟ ƁʞɫɻƟࢧ ȴǇ
ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈࡱࢨ

ࡦ 5ɫŒʿŷŒƁȅࡩ Ɲ (ˀ) ǩɻ ʉˈɠǩƁŒȋȋˈ ȣȴʉ ȅȣȴʿȣ Œȣƌ ȝʞɻʉ ŷƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌࡱ
ࡦ ࠊ ɻʉƟɠɻࡩ

ࡱࠈ DɻʉǩȝŒʉƟ Ɲ̂ (ˀ)
ࡱࠉ 5Ɵ˨ȣƟ ʉǞƟ ɫƟǊǩȴȣ ȴǇ Ɓȴȝȝȴȣ ɻʞɠɠȴɫʉࡪ ǩࡱƟࡪࡱ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ ˀ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ
ࠇ < Ɲ (ˀ) < ࡱࠈ

ࡱࠊ �ŒʉƁǞ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ ʉȴ ȣȴȣɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ ʞɻǩȣǊ ȴȣƟ ȴǇ ʉǞƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ŒŷȴʻƟ

ࠇࠉ



ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡩ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒʉǩȴȣ

ࡦ xȣ ɻȴȝƟ ɻƟʉʉǩȣǊɻࡪ ʉǞƟ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Ɲ (ˀ) = Pr (3 = ĩ|ࠈ = ˀ) ǩɻ
ȅȣȴʿȣ Œȣƌ ƟˇɠȋǩƁǩʉࡱ

ࡦ xȣ ȴʉǞƟɫɻࡪ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉࡪ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ƁŒɻƟ ǩʉ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌࡱ �ɻ Œ ɫƟɻʞȋʉࡪ

Ɲφ (ˀ) =
exp (ĩ′φ)

+ࠈ exp (ĩ′φ)
.

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ǞƟɫƟࡪ ĩ′φ =
∑
Ȃ φȂĩȂ ǩɻ ȋǩȣƟŒɫ ʿǩʉǞ ɫƟɻɠƟƁʉ ʉȴ ʉǞƟ ƟȣʉɫǩƟɻ ȴǇ

ĩȂࡪ ŷʞʉ ʉǞǩɻ ǩɻ ʿǩʉǞȴʞʉ ȋȴɻɻ ȴǇ ǊƟȣƟɫŒȋǩʉ ࡪ̍ Œɻ ʿƟ Ɓȴʞȋƌ ɫƟɠȋŒƁƟ ĩ ŷˈ
Ǜ (ĩ)ࡱ `ȴɫ ǩȣɻʉŒȣƁƟ ȴȣƟ Ɓȴʞȋƌ ǞŒʻƟ

Ǜ (ĩ) = (ĩ, ĩࠈࠉ , ĩࠈĩࠉ, ...ĩࠈĩ�, ĩࠈĩࠉ, ĩࠉࠉ, ...)

ǞȴʿƟʻƟɫ ʉǞƟ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɫƟǊɫƟɻɻȴɫɻ ɻǞȴʞȋƌ ǩȣƁɫƟŒɻƟ
ȝȴƌƟɫŒʉƟȋˈ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵࡩ ŷƟʿŒɫƟ ȴǇ ȴʻƟɫ˨ʉʉǩȣǊࡱ

ࠈࠉ



ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡩ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ࢎࠉࢍ

ࡦ üǞƟ ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ȴǇ ,ࠈ3) ...,3 ) ǩɻ
 ∏

Ǧ=ࠈ

exp (3Ǧĩ′φ)

+ࠈ exp
(
ĩ′
Ǧφ

)

ࡦ oƟȣƁƟ φ̂ ƁŒȣ ŷƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ ȝŒˇǩȝʞȝ ȋǩȅƟȋǩǞȴȴƌ ŷˈ

max
φ

 ∑

Ǧ=ࠈ
3Ǧĩ′

Ǧφ − log +ࠈ) exp (ĩ′
Ǧφ)) ,

ʿǞǩƁǞ ǩɻ ʉǞƟ ȝŒˇǩȝǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ Œ ƁȴȣƁŒʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡱ
ࡦ #ˈ ˨ɫɻʉ ȴɫƌƟɫ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻࡪ Œʉ ʉǞƟ ȴɠʉǩȝŒȋ φ̂ࡪ

 ∑

Ǧ=ࠈ

(
3Ǧ − Ɲφ̂ (ĩǦ)

)
ĩǦ = ࠇ

ࠉࠉ



ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡩ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒʉǩȴȣ ࢎࠊࢍ

ࡦ φ̂ ƁŒȣ ŷƟ ƁȴȝɠʞʉƟƌ ŷˈ ǊɫŒƌǩƟȣʉ ƌƟɻƁƟȣʉ ʞɻǩȣǊ

φʂ+ࠈ = φʂ − ϵʂ
⎛

⎝
 ∑

Ǧ=ࠈ

(
3Ǧ − Ɲφ̂ (ĩǦ)

)
ĩǦ

⎞

⎠

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Ă ʿǩʉǞ ʉǞƟ ȋȴǊǩɻʉǩƁ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ ʿǞȴɻƟ
ƁࡱƌࡱǇࡱ ǩɻ

^Ă (ˍ) =
exp (ˍ)

+ࠈ exp (ˍ) =
ࠈ

+ࠈ Ɲ−ˍ ,

Œȣƌ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Ă ǩɻ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ Ǉɫȴȝ ĩࡶ ʿƟ ƁŒȣ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ȝƟƁǞŒȣǩɻȝ ŷˈ

3 = ࠈ {ĩ′φ ≥ Ă} .

ࠊࠉ



DˇŒȝɠȋƟࡩ +Œɫƌ࢙�ɫʞƟǊƟɫ ɻʉʞƌˈ ȴȣ ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟ

ࡦ +Œɫƌࡪ ࡱ5 Œȣƌ �ɫʞƟǊƟɫࡪ ࡱ� ࡱࢎࠋࠐࠐࠈࢍ �ǩȣǩȝʞȝࢧ īŒǊƟɻ Œȣƌ DȝɠȋȴˈȝƟȣʉࡩ �
+ŒɻƟ ðʉʞƌˈ ȴǇ ʉǞƟ `Œɻʉ࢙`ȴȴƌ xȣƌʞɻʉɫˈ ǩȣ £Ɵʿ �ƟɫɻƟˈ Œȣƌ
ßƟȣȣɻˈȋʻŒȣǩŒࢨࡱ �ȚƝɥǦƀŒȠ BƀȰȠȰȚǦƀ ßƝʴǦƝʸ ࠋࠏ ࡩࢎࠋࢍ ࡱࠊࠐࠎ࢖ࠉࠎࠎ

ࡦ �ŷɻʉɫŒƁʉࡩ ȣ´ࢧ �ɠɫǩȋ ࡪࠈ ࡪࠉࠐࠐࠈ £Ɵʿ �ƟɫɻƟˈࢪɻ ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟ ɫȴɻƟ Ǉɫȴȝ
ࠌࠉࡱࠋ࣊ ʉȴ ࠌࠇࡱࠌ࣊ ɠƟɫ Ǟȴʞɫࡱ üȴ ƟʻŒȋʞŒʉƟ ʉǞƟ ǩȝɠŒƁʉ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒʿ ʿƟ
ɻʞɫʻƟˈƟƌ ࠇࠈࠋ ǇŒɻʉ࢙Ǉȴȴƌ ɫƟɻʉŒʞɫŒȣʉɻ ǩȣ £Ɵʿ �ƟɫɻƟˈ Œȣƌ ƟŒɻʉƟɫȣ
ßƟȣȣɻˈȋʻŒȣǩŒ ŷƟǇȴɫƟ Œȣƌ ŒǇʉƟɫ ʉǞƟ ɫǩɻƟࡱ +ȴȝɠŒɫǩɻȴȣɻ ȴǇ ƟȝɠȋȴˈȝƟȣʉ
ǊɫȴʿʉǞ Œʉ ɻʉȴɫƟɻ ǩȣ £Ɵʿ �ƟɫɻƟˈ Œȣƌ ßƟȣȣɻˈȋʻŒȣǩŒ ʿǞƟɫƟࢍ ʉǞƟ
ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟ ʿŒɻ ƁȴȣɻʉŒȣʉࢎ ɠɫȴʻǩƌƟ ɻǩȝɠȋƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ
ȴǇ ʉǞƟ ǞǩǊǞƟɫ ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟࡱ īƟ Œȋɻȴ ƁȴȝɠŒɫƟ ƟȝɠȋȴˈȝƟȣʉ ƁǞŒȣǊƟɻ
Œʉ ɻʉȴɫƟɻ ǩȣ £Ɵʿ �ƟɫɻƟˈ ʉǞŒʉ ʿƟɫƟ ǩȣǩʉǩŒȋȋˈ ɠŒˈǩȣǊ ǞǩǊǞ ʿŒǊƟɻ ŒŷȴʻƟࢍ
ࢎࠌ࣊ ʉȴ ʉǞƟ ƁǞŒȣǊƟɻ Œʉ ȋȴʿƟɫ࢙ʿŒǊƟ ɻʉȴɫƟɻࡱ īƟ ˨ȣƌ ȣȴ ǩȣƌǩƁŒʉǩȴȣ ʉǞŒʉ
ʉǞƟ ɫǩɻƟ ǩȣ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟ ɫƟƌʞƁƟƌ ƟȝɠȋȴˈȝƟȣʉࢨࡱ

ࠋࠉ



� ȣŒʉʞɫŒȋ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉ

ࡦ ´ȣ �ɠɫǩȋ ࡪࠈ ࡪࠉࠐࠐࠈ £Ɵʿ �ƟɫɻƟˈ ɫŒǩɻƟƌ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟ Ǉɫȴȝ ࠌࠉࡱࠋ࣊
ǇƟƌƟɫŒȋࢍ ȝǩȣǩȝʞȝࢎ ʉȴ ࠌࠇࡱࠌ࣊ ɠƟɫ Ǟȴʞɫࡱ üǞƟ ŒƌǽŒƁƟȣʉ ɻʉŒʉƟ ȴǇ
ßƟȣȣɻˈȋʻŒȣǩŒ ƌǩƌ ȣȴʉࡱ æƟȝŒǩȣƟƌ Œʉ ʉǞƟ ǇƟƌƟɫŒȋ ȝǩȣǩȝʞȝࡱ

ࡦ ࠇࠈࠋ ǇŒɻʉ࢙Ǉȴȴƌ ɫƟɻʉŒʞɫŒȣʉɻ ǩȣ £Ɵʿ �ƟɫɻƟˈ Œȣƌ ƟŒɻʉƟɫȣ ßƟȣȣɻˈȋʻŒȣǩŒ
ɻʞɫʻƟˈƟƌࡱ

ࡦ üɫƟŒʉȝƟȣʉࡩ 3Ǧ = ࠈ ǩǇ ɻʉȴɫƟ Ǧ ǩɻ ǩȣ ࡪ�£ 3Ǧ = ࠇ ǩǇ ǩȣ ßࡱ�
ࡦ ´ʞʉƁȴȝƟ ĪǦ ǩɻ ƟȝɠȋȴˈȝƟȣʉ ǩȣ ɻʉȴɫƟ Ǧࡱ
ࡦ +ȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ĩǦࡩ ƁǞŒǩȣ ʞɫǊƟɫ#ࢍ �ǩȣǊࡪ ࡪ+`� æȴˈ æȴǊƟɫɻࡪ īƟȣƌˈࢪɻࡪ
+ȴȝɠŒȣˈ࢙ȴʿȣƟƌࡶࢎ ɫƟǊǩȴȣࡱ

ࠌࠉ



æƟɻʞȋʉɻࡩ ƌƟɻǩǊȣ Œȣƌ ɫƟɻɠȴȣɻƟ ɫŒʉƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ ࠍࠉ



æƟɻʞȋʉɻࡩ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣɻ ȴǇ ɻʉŒɫʉǩȣǊ ʿŒǊƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ࠎࠉ



æƟɻʞȋʉɻࡩ ƁǞŒȣǊƟ ǩȣ ƟȝɠȋȴˈȝƟȣʉ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ࠏࠉ



+ŒʞɻŒȋ ƟɻʉǩȝŒȣƌɻ Œȣƌ ȝŒʉƁǞǩȣǊ

´ǇʉƟȣʉǩȝƟɻ ɫƟɻƟŒɫƁǞƟɫɻ ƁǞȴȴɻƟ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ �üü ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞƟ �üD
ʞɻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ

īǞƟȣࡷʿǞˈ ǩɻ ʉǞǩɻࡲ
�ȴɫƟ ȴȣ ʉǞǩɻࡩ xȝŷƟȣɻ ࢎࠋࠇࠇࠉࢍ Œȣƌ ðʉʞŒɫʉ ࢎࠇࠈࠇࠉࢍ

ࠐࠉ

http://www.jstor.org/stable/3211657
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC2943670/pdf/nihms200640.pdf


+ŒʞɻŒȋ ƟɻʉǩȝŒȣƌɻ Œȣƌ ȝŒʉƁǞǩȣǊ

´ǇʉƟȣʉǩȝƟɻ ɫƟɻƟŒɫƁǞƟɫɻ ƁǞȴȴɻƟ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉǞƟ �üü ɫŒʉǞƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞƟ �üD
ʞɻǩȣǊ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌɻࡱ īǞƟȣࡷʿǞˈ ǩɻ ʉǞǩɻࡲ
�ȴɫƟ ȴȣ ʉǞǩɻࡩ xȝŷƟȣɻ ࢎࠋࠇࠇࠉࢍ Œȣƌ ðʉʞŒɫʉ ࢎࠇࠈࠇࠉࢍ

ࠐࠉ

http://www.jstor.org/stable/3211657
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC2943670/pdf/nihms200640.pdf


5ƟɻǩɫŒŷȋƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ Œ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ

`ɫȴȝ æʞŷǩȣ Œȣƌ üǞȴȝŒɻ ࢎࠉࠐࠐࠈࢍ Œȣƌ æʞŷǩȣ Œȣƌ üǞȴȝŒɻ ࡩࢎࠍࠐࠐࠈࢍ

ࡦ �Ǉ˨ȣƟȋˈ ǩȣʻŒɫǩŒȣʉ ɻŒȝƟࢍ ȝŒʉƁǞƟɻ ǊǩʻƟȣ ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻȴɫȝŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ʉǞƟ
ƁȴʻŒɫǩŒʉƟ ɻɠŒƁƟࢎ

ࡦ DɧʞŒȋ ɠƟɫƁƟȣʉ ŷǩŒɻ ɫƟƌʞƁǩȣǊࡩ Dß#æ ࡪæʞŷǩȣࢍ ࡶࠋࠎࠐࠈ æʞŷǩȣ Œȣƌ ðʉʞŒɫʉࡪ
ࢎࠍࠇࠇࠉ

ࠇࠊ

https://projecteuclid.org/euclid.aos/1176348671
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/8934595
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/j.2333-8504.1974.tb00672.x
https://projecteuclid.org/euclid.aos/1162567634
https://projecteuclid.org/euclid.aos/1162567634


cƟȣƟɫŒȋ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌɻ

ࡱࠈ 5Ɵ˨ȣƟ ࢨƁȋȴɻƟȣƟɻɻࢧ
ࡱࠉ xȝɠȋƟȝƟȣʉ ȝŒʉƁǞƟɻࡪ ǊǩʻƟȣ ƁȋȴɻƟȣƟɻɻ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣ
ࡱࠊ �ɻɻƟɻɻ ɧʞŒȋǩʉˈ ȴǇ ȝŒʉƁǞƟɻࡪ Œȣƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ

ࠈࠊ



cƟȣƟɫŒȋ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒʉǩȴȣɻ

ࡦ �ȋȋ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ɫƟȋˈ ȴȣ Œ ɻʉɫȴȣǊ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴȣ ȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟɻ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ
ࡪࡱƟࡱǩࢍ ɻʉɫȴȣǊ ǩȣǊȣȴɫŒŷǩȋǩʉ ࡪ̍ ȴɫ ȣȴ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ
Ǌɫȴʞɠɻ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࢎ

ࡦ xȝɠȴɫʉŒȣʉ ʉȴ ǩȣƁȋʞƌƟ Œȋȋ ࢎɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࢍ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ɫƟȋŒʉƟƌ ŷȴʉǞ ʉȴ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ Œȣƌ ȴʞʉƁȴȝƟ

ࡦ �ʞȋʉǩʻŒɫǩŒʉƟ ȝƟʉǞȴƌɻ ɠɫȴȣƟ ʉȴ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ǩȣƁɫƟŒɻƟɻ ǊǩʻƟȣ ǩɫɫƟȋƟʻŒȣʉ
Ɓȴȣʉɫȴȋɻࡶ ßð� ȋƟɻɻ ɠɫȴȣƟ ʉȴ ǩɫɫƟȋƟʻŒȣʉ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ

ࡦ £ŒǩʻƟ ƁȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ɻʉŒȣƌŒɫƌ Ɵɫɫȴɫɻ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ʉȴȴ ȋȴʿ ŒǇʉƟɫ
ȝŒʉƁǞǩȣǊ xȝŷƟȣɻࢍ Œȣƌ īȴȴȋƌɫǩƌǊƟࡪ ࢎࠐࠇࠇࠉ

ࡦ ðȝŒȋȋ ɻŒȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊɻ ɠɫƟʻƟȣʉ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ ȋŒɫǊƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ
Ɓȴȣʉɫȴȋɻࡪ Œȣƌ ȝŒˈ ȴʻƟɫ˨ʉ ʻǩŒ ßðࡱ�

ࠉࠊ

https://www.aeaweb.org/articles?id=10.1257/jel.47.1.5


´ʉǞƟɫ Ɓȴȝȝȴȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ȝƟŒɻʞɫƟɻ

ࡦ DˇŒƁʉࡩ 3ǦǺ = ࠇ ǩǇ ĩǦ = ĩǺࡶ ƟȋɻƟ 3ǦǺ = ࡱ∞
ࡦ �ŒǞŒȋŒȣȴŷǩɻࡩ 3ǦǺ = (ĩǦ − ĩǺ)′Σ−ࠈ(ĩǦ − ĩǺ)ࡪ ʿǞƟɫƟ Σ ǩɻ ʉǞƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟ
ƁȴʻŒɫǩŒȣƁƟ ȝŒʉɫǩˇࡱ

ࡦ ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟࡩ 3ǦǺ = |ƝǦ − ƝǺ|
ࡦ �ǩȣƟŒɫ ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟࡩ 3ǦǺ = |ȋȴǊǩʉ(ƝǦ) − ȋȴǊǩʉ(ƝǺ)|

ࠊࠊ



+ŒȋǩɠƟɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊ

´ǇʉƟȣʉǩȝƟɻࡪ ˈȴʞ ʿǩȋȋ ɻƟƟ ƁȴȝŷǩȣŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ǞƟʞɫǩɻʉǩƁɻࡩ

3ǦǺ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

(ĩǦ − ĩǺ)′Σ−ࠈ(ĩǦ − ĩǺ), ǩǇ |ȋȴǊǩʉ(ƝǦ) − ȋȴǊǩʉ(ƝǺ)| ≤ ƀ
∞, ǩǇ |ȋȴǊǩʉ(ƝǦ) − ȋȴǊǩʉ(ƝǺ)| > ƀ

ðƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ƁŒȋǩɠƟɫ ȝŒˈ ʻŒɫˈ ƌƟɠƟȣƌǩȣǊ ȴȣ ȝƟʉǞȴƌɻ ʞɻƟƌࡪ ŷʞʉ
æȴɻƟȣŷŒʞȝ Œȣƌ æʞŷǩȣ ࢎࠌࠏࠐࠈࢍ ɻʞǊǊƟɻʉ ࠌࠉࡱࠇ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ƌƟʻǩŒʉǩȴȣɻ ȴǇ ȋǩȣƟŒɫ
ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟࡱ

ࠋࠊ

https://www.jstor.org/stable/2683903


cȴȴƌ ɻƟʉʉǩȣǊɻ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌɻ

ࡦ �ȴʉɻ ȴǇ ƌŒʉŒࡪ ʿǩʉǞ ɫǩƁǞ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ
ࡦ īǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ƁȴȣɻǩƌƟɫŒŷȋƟ ǩȝŷŒȋŒȣƁƟ ŷƟʉʿƟƟȣ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ʉɫƟŒʉƟƌ
Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʞȣǩʉɻ

ࡦ īǞƟȣ ȴʞʉƁȴȝƟ ʻŒȋʞƟɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ˈƟʉ ŒʻŒǩȋŒŷȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ǩȣ Œȣ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉࡪࢎ
Œȣƌ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ʞɻƟƌ ʉȴ ǊʞǩƌƟ Ǉȴȋȋȴʿ ʞɠ

ࡦ xȣ ɻƟʉʉǩȣǊɻ ʿǩʉǞ Ɓȴɻʉ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻ
ࡦ æŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ʉɫǩŒȋɻ ǩȣ ɻȝŒȋȋƟɫ ɻŒȝɠȋƟ ɻƟʉʉǩȣǊɻ ȝŒʉƁǞࢍ ʞȣǩʉɻ Œ ɠɫǩȴɫǩࡪ
ʉǞƟȣ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵࢎ

ࠌࠊ



�ǩȝǩʉŒʉǩȴȣɻࡷƁǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ȴǇ ȝƟʉǞȴƌɻ

ࡦ ĨŒɫǩŒȣƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡩ ʉǞǩɻ ǩɻ ɻʉǩȋȋ Œ Ǟȴʉ ʉȴɠǩƁ ࡪࡱǊࡱƟࢍ xȝŷƟȣɻࡪ ࢎࠋࠈࠇࠉ
ࡦ ðƟȋƟƁʉǩȴȣ ŒȝȴȣǊ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȝƟʉǞȴƌɻ
ࡦ ðʉɫȴȣǊ ǩǊȣȴɫŒŷǩȋǩʉˈ ǩɻ ʞȣʉƟɻʉŒŷȋƟ
ࡦ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ǩȣ ɠɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ȝʞȋʉǩɠȋƟ ǩȝɠʞʉŒǩȴȣࢎ

ࠍࠊ

http://ftp.iza.org/dp8049.pdf


ßɫŒƁʉǩƁŒȋ ǊʞǩƌŒȣƁƟ

ࡦ xǇ ʿŒȣʉǩȣǊ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ �üDࡪ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʻǩŒ xßüī ȴɫ Ǉʞȋȋ ȝŒʉƁǞǩȣǊ
ࡪoŒȣɻƟȣࢍ ࢎࠋࠇࠇࠉ

ࡦ xǇ ǊȴŒȋ ǩɻ �üüࡩ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊࡪ ɻʞŷƁȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ
ࡦ DˇŒȝǩȣƟ ŷŒȋŒȣƁƟ ȴǇ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡶ ǩʉ ǩɻ ɠȴɻɻǩŷȋƟ Ǉȴɫ
ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌɻ ʉȴ ǇŒǩȋࡪ ɻǩȣƁƟ ȴȣ ʞȣǩʉɻ ʿƟǩǊǞʉɻ ŒɫƟ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟƌ ŷˈ
ƁȴȣʻƟˇ Ǟʞȋȋࡱ

ࠎࠊ

http://dept.stat.lsa.umich.edu/~bbh/hansen2004.pdf


xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
5ǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻࡪ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠎࠉ࢙ࠊࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



üȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ �īࡪ +ǞŒɠʉƟɫɻ ࠎ࢙ࠍ
ࡦ �ƟƟࡪ ࡪࡱ5 Œȣƌ �ƟȝǩƟʞˇࡪ üࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣࢧ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ ƌƟɻǩǊȣɻ ǩȣ
ƟƁȴȣȴȝǩƁɻࢨ �ȴʞɫȣŒȋ ȴǇ DƁȴȣȴȝǩƁ �ǩʉƟɫŒʉʞɫƟࡱ

ࡦ +ŒȋȴȣǩƁȴࡪ ðࡪࡱ +ŒʉʉŒȣƟȴࡪ ࡪࡱ� Œȣƌ üǩʉǩʞȣǩȅࡪ æࡱ ࡱࢎࠋࠈࠇࠉࢍ æȴŷʞɻʉࢧ
£ȴȣɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ +ȴȣ˨ƌƟȣƁƟ xȣʉƟɫʻŒȋɻ Ǉȴɫ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ࢙5ǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ
5ƟɻǩǊȣɻࢨࡱ DƁȴȣȴȝƟʉɫǩƁŒࡱ

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉƟ ʉǩȝƟ ɻƟɫǩƟɻ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ʻǩŒ 5ǩǇǇ࢙ǩȣ࢙5ǩǇǇ
ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁƟ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ Œȣƌࢍ ɫƟȋŒʉƟƌ ƌƟɻǩǊȣɻࢎ
ࡦ üǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ƟŒɫȋǩƟɫ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ǩȣ ʉǞǩɻ ȋǩǊǞʉ
ࡦ #ɫǩƟ˩ˈ ƌǩɻƁʞɻɻ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ʉǞŒʉ Ɓȴȝȝȴȣȋˈ ŒɫǩɻƟ Œȣƌࢍ ʿŒˈɻ ʉȴ ŒƌƌɫƟɻɻࢎ

ࠋ



5ǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ

ࠌ



#ŒɻǩƁ ǩƌƟŒ

ࡦ üǞƟ ǩƌƟŒ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ࢎ5x5ࢍ ǩɻ ʉǞŒʉ ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟǩʉˈ ǩɻ
ƁŒɠʉʞɫƟƌ ŷˈ Œ ʉǩȝƟ࢙ǩȣʻŒɫǩŒȣʉ ŒƌƌǩʉǩʻƟ ǇŒƁʉȴɫࡱ

ࡦ #ˈ ȋȴȴȅǩȣǊ Œʉ ʉǞƟ ƌȴʞŷȋƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ʉɫƟŒʉƟƌ ȝǩȣʞɻ
Ɓȴȣʉɫȴȋࡪ ŒǇʉƟɫ ȝǩȣʞɻ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ƁŒȣ ǊƟʉ ɫǩƌ ȴǇ ʉǞǩɻ ǇŒƁʉȴɫࡪ Œȣƌ ǞƟȣƁƟࡪ
ƟʻŒȋʞŒʉƟ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࡦ üǞƟ 5x5 ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ʉǞƟɫƟǇȴɫƟ

3u3 = E [Īࠈ (ʂࠈ) − Īࠈ (ʂࠇ) |3 = [ࠈ − E [Īࠇ (ʂࠈ) − Īࠇ (ʂࠇ) |3 = [ࠇ

ࠍ



æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ

ࡦ ðɠƟƁǩ˨ƁŒʉǩȴȣࡩ
ĪƊǦ (ʂ) = α (ʂ) + ρ (ʂ)Ɗ+ εǦ (ʂ)

Œȣƌ ȴȣƟ ƁŒȣ ŒɻɻʞȝƟ α (ʂ) = α + γʂ Œȣƌ ρ (ʂ) = ρ + β (ʂ) ʂࡪ ʉǞŒʉ ǩɻ

ĪƊǦ (ʂ) = (α + γʂ) + (ρ + β (ʂ) ʂ)Ɗ+ εǦ (ʂ) ,

ʿǞƟɫƟ E [εǦ (ʂ)] = ࠇ Œȣƌ ƀȰʴ (εǦ (ʂ) ,3Ǧ) = ࡱࠇ
ࡦ oƟȣƁƟࡪ ǩǇ ʂࠇ = ࠇ Œȣƌ ʂࠈ = ࡪࠈ

ĪƊǦ (ʂࠈ = (ࠈ − ĪƊǦ (ʂࠇ = (ࠇ = γ + βƊ+ εǦ (ʂࠈ = (ࠈ − εǦ (ʂࠇ = (ࠇ ,

Œȣƌ ǞƟȣƁƟ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ βࡱ

ࠎ



ßŒɫŒȋȋƟȋ ʉɫƟȣƌ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ǞŒȣƌȅƟɫ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠏ



5x5ࡩ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŷǩŒɻƟɻ

ࡦ üǩȝƟ࢙ʻŒɫˈǩȣǊ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟǩʉˈࡩ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ðȴʞɫƁƟࡩ �ǞŒȣƌȅƟɫ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠇࠈࠇࠉࢍ

ࠐ



ßŒȣƟȋ ˨ˇƟƌ࢙ƟǇǇƟƁʉɻ

ࡦ � ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇɻ ǩɻ ƁŒȋȋƟƌ ɛŒȠƝȈ ˧ˀƝƊࢗƝǅǅƝƀʂɵ ȚȰƊƝȈɵࡱ
xȣ ʉǞƟɻƟ ȝȴƌƟȋɻࡪ

Ī∗
Ǧ (ʂ) = ρ3Ǧʂ + γĩǦʂ + ηǦ + εǦ (ʂ)

ʿǞƟɫƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ʉǩȝƟ࢙ǩȣʻŒɫǩŒȣʉ ʞȣȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟ ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟǩʉˈ ηǦ Œʉ ʉǞƟ
ʞȣǩʉ ȋƟʻƟȋࡱ

ࡦ #ˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉǩŒʉǩȴȣࡪ ǩǇ ∆ĢǦʂ = ĢǦʂ −ĢǦ(ʂ−ࠈ)ࡪ ȴȣƟ ǞŒɻ

∆Ī∗
Ǧ (ʂ) = ρ∆3Ǧʂ + γ∆ĩǦʂ +∆εǦ (ʂ)

Œȣƌ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉࡪ ȝƟŒɻʞɫƟƌ ŷˈ ρࡪ ƁŒȣ ŷƟ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ŷˈ ´�ðࡱ
ðʉŒȣƌŒɫƌ Ɵɫɫȴɫɻ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ƁȴɫɫƟƁʉƟƌ Ǉȴɫ ŒʞʉȴƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣࡱ

ࠇࠈ



#ŒƁȅ ʉȴ +Œɫƌ࢙�ɫʞƟǊƟɫ ࢎࠈࢍ

ࡦ üǞƟ +Œɫƌ࢙�ɫʞƟǊƟɫ ɻʉʞƌˈ ǩɻ ƟȝŷȋƟȝŒʉǩƁ ȴǇ ʉǞƟ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇɻ
ȝƟʉǞȴƌȴȋȴǊ ࡱ̍

ࡦ üʿȴ Ǌɫȴʞɠɻࡩ Ɓȴȣʉɫȴȋ ࢎ�ßࢍ Œȣƌ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ࡶࢎ�£ࢍ ŷƟǇȴɫƟ ࡷ ŒǇʉƟɫ ɫŒǩɻƟ ȴǇ £�
ȝǩȣǩȝʞȝ ʿŒǊƟࡱ

ࡦ `ȴƁʞɻ ȴȣ `ʞȋȋ üǩȝƟ DɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ƟȝɠȋȴˈȝƟȣʉࡱ

ࠈࠈ



#ŒƁȅ ʉȴ +Œɫƌ࢙�ɫʞƟǊƟɫ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ࠉࠈ



�Ɵˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ

ࡦ ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ
ࡦ ßŒɫŒȋȋƟȋ ʉɫƟȣƌɻ
ࡦ ðċüĨ�

xǇ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉ ʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ࢎȣȴȣ࢙ŒƌƌǩʉǩʻƟࢍ
ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟǩʉ ࡪ̍ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ʿǩȋȋ ŷƟ ŷǩŒɻƟƌࡱ
ßŒɫŒȋȋƟȋ ʉɫƟȣƌɻࡩ ȣƟƁƟɻɻŒɫˈ Ǉȴɫ ʞȣŷǩŒɻƟƌ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡪ ɻǩȣƁƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ƟǇǇƟƁʉɻ ŒɫƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ǊǩʻƟȣ ɻǞǩǇʉɻ ǩȣ ǊŒɠɻ ŷƟʉʿƟƟȣ Ǌɫȴʞɠɻࡱ
ðċüĨ� ȣƟƟƌƟƌ Ǉȴɫ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ɫƟŒɻȴȣɻ

ࠊࠈ



DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ

´ȣƟ ƁŒȣ ǊƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵ ʉȴ ɻƟʉʉǩȣǊɻ ʿǩʉǞ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ʉǩȝƟ ɠƟɫǩȴƌɻࡪ ȝȴɫƟ
ʉǞŒȣ ʉʿȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ࡪʉɫǩɠȋƟ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟࢍ ɠŒȣƟȋ ˨ˇƟƌ ƟǇǇƟƁʉɻࡱࢎ
`ȋƟˇǩŷȋƟ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ Ǉȴɫ ȋŒɫǊƟ࢙ɻƁŒȋƟ ǩȣʉƟɫʻƟȣʉǩȴȣɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ʉŒˇ ɠȴȋǩƁǩƟɻࡪ
ȝƟƌǩƁŒȋ ǩȣɻʞɫŒȣƁƟࡪ ࢎ
+ǞŒȋȋƟȣǊƟɻࡩ ɻʉŒȣƌŒɫƌ Ɵɫɫȴɫɻ ȣƟƟƌ ʉȴ ŷƟ ŒƌǽʞɻʉƟƌ ࡪࡱǊࡱƟࢍ �ȴʞȋʉȴȣࡪ ࡱࢎࠍࠏࠐࠈ
+Œȣ ʞɻƟ ɠƟɫȝʞʉŒʉǩȴȣ ʉƟɻʉɻࡪ ƁȋʞɻʉƟɫࡷŷȋȴƁȅ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠɻ ʉȴ ŒƌƌɫƟɻɻ ƁȴȣƁƟɫȣɻࡱ
�ȴɫƟ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣ ǩȣ #ƟɫʉɫŒȣƌ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠋࠇࠇࠉࢍ
ɻࢪ�ɻǞƟȣǇƟȋʉƟɫࢧ ƌǩɠࢨ

ࠋࠈ

https://ideas.repec.org/a/eee/econom/v32y1986i3p385-397.html
https://economics.mit.edu/files/750


�ȴɫƟ ȴȣ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ʉɫƟȣƌɻ

xɻ ʉǞǩɻ Œ ʉƟɻʉŒŷȋƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡲ ßƟɫǞŒɠɻࡪ ɻȴȝƟʿǞŒʉࡩ

ࠌࠈ



īǞŒʉ ǩǇ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ʉɫƟȣƌɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡲ

ðƟȝǩ࢙ɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ʿƟǩǊǞʉǩȣǊ ɻƁǞƟȝƟɻ ǩȣʉɫȴƌʞƁƟƌ ŷˈ �ŷŒƌǩƟ ࡱࢎࠌࠇࠇࠉࢍ
�ȴɫƟ ȴȣ ʉǞǩɻ ȣƟˇʉ ʿƟƟȅࡪ Œɻ ʿƟ ǊƟʉ ǩȣʉȴ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋɻࡱ

ࠍࠈ

https://www.jstor.org/stable/3700681


æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ

ࡦ xƌƟŒࡩ ɻȴȝƟʉǩȝƟɻࡪ Œ ʉǞɫƟɻǞȴȋƌ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟɻ ƟȋǩǊǩŷǩȋǩʉˈ ʉȴ ɠɫȴǊɫŒȝ
ɠŒɫʉǩƁǩɠŒʉǩȴȣࡱ æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ ࢎæ5ࢍ ƁȴȝɠŒɫƟɻ ɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ
Œȣƌ ȣȴȣɠŒɫʉǩƁǩɠŒȣʉɻ ȋȴƁŒȋȋˈ ǩȣ Œ ȣƟǩǊǞŷȴɫǞȴȴƌ ȴǇ ʉǞƟ ʉǞɫƟɻǞȴȋƌࡱ

ࡦ �ȋȋȴʿɻ Ǉȴɫ ȴŷɻƟɫʻƟƌ Œȣƌ ȣȴȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟǩʉ ࡱ̍
ࡦ �ȴɻʉȋˈ ŒɠɠȋǩƁŒŷȋƟ ʿǞƟȣ ʉǞƟ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ǩɻ ƁȋƟŒɫ Œȣƌ ƟˇɠȋǩƁǩʉࡱ
ࡦ 5ǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉǩƟɻ ƟˇŒȝɠȋƟɻࡩ

ࡦ ǞȴʞɻƟǞȴȋƌɻ ʿǩʉǞ ȋŒȣƌǞȴȋƌǩȣǊɻ ȋƟɻɻ ʉǞŒȣ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɻǩ˔Ɵ ŒɫƟ ƟȋǩǊǩŷȋƟ ʉȴ
ȝǩƁɫȴƁɫƟƌǩʉɻ

ࡦ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ŒŷȴʻƟ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ɻʉŒȣƌŒɫƌǩ˔Ɵƌ ɻƁȴɫƟ ŒɫƟ ƟȋǩǊǩŷȋƟ ʉȴ
ɻƁǞȴȋŒɫɻǞǩɠɻ

ࡦ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ŒŷȴʻƟ Œ ƁƟɫʉŒǩȣ ŒǊƟ ŒɫƟ ƟȋǩǊǩŷȋƟ ʉȴ ƁƟɫʉŒǩȣ ɠƟȣɻǩȴȣ
ɠɫȴǊɫŒȝɻ

ࠎࠈ



æƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ

ࡦ üŒȅƟ Œȣ ƟˇŒȝɠȋƟ ʿǞƟɫƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉऩƁȴȋȋƟǊƟ ɻƁǞȴȋŒɫɻǞǩɠࡪ ĩ ǩɻ
ɻʉŒȣƌŒɫƌǩ˔Ɵƌ ɻƁȴɫƟࡪ Īࠈ ǩɻ ƟŒɫȣǩȣǊɻ ǩǇ ʿŒɻ ƟȋǩǊǩŷȋƟ ʉȴ ɻƁǞȴȋŒɫɻǞǩɠࡪ Īࠇ ǩɻ
ƟŒɫȣǩȣǊɻ ǩǇ ȣȴʉࡱ

ࡦ æƟƁŒȋȋ Ī∗
Ǧ = 3ǦĪࠈǦ + −ࠈ) 3Ǧ) ĪࠇǦ ࡱ

ࡦ üʿȴ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ
ࡦ ðǞŒɫɠ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ 3Ǧ = ࠈ {ĩǦ ≥ ¯ˀ}ࡪ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ƁŒɻƟ
ƝǦ (ˀ) = ࠈ {ˀ ≥ ¯ˀ}

ࡦ `ʞ˔˔ˈ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ ƌƟɻǩǊȣࡩ limˀ→¯ˀ+ ƝǦ (ˀ) ≠ limˀ→¯ˀ− ƝǦ (ˀ)

ࠏࠈ



ðǞŒɫɠ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࢎࠈࢍ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ǩȣƁʞȝŷƟȣƁˈ ȴȣ ƟȋƟƁʉȴɫŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡲ ǩࡱƟࡪࡱ ƌȴ
ƟȋƟƁʉȴɫɻ ʿŒȣʉ ƁǞŒȣǊƟ ȴɫ Ɓȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡲ xȣ ȴʉǞƟɫ ʿȴɫƌɻࡪ ʿǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ
ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ Œ 5ƟȝȴƁɫŒʉ ʿǩȣȣǩȣǊ Œ oȴʞɻƟ ƟȋƟƁʉǩȴȣ ǊǩʻƟȣ ʉǞŒʉ Œ
5ƟȝȴƁɫŒʉ ʿȴȣ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ƟȋƟƁʉǩȴȣࡲ

ࡦ �ƟƟ ࢎࠏࠇࠇࠉࢍ ɻʉʞƌǩƟɻ Œ æ55 ʞɻǩȣǊ ʉǞƟ ȝŒɫǊǩȣ ȴǇ ʻǩƁʉȴɫˈ Œʉ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ
ƟȋƟƁʉǩȴȣࡱ oƟɫƟࡪ ɻǞŒɫɠ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ǩǇ ȝŒɫǊǩȣ>ࡪࠇ ʉǞƟȣ Œ 5Ɵȝ ʿŒɻ
ƟȋƟƁʉƟƌࡪ ǩǇ ȝŒɫǊǩȣ<ࡪࠇ ʉǞƟȣ Œ 5Ɵȝ ʿŒɻ ȣȴʉ ƟȋƟƁʉƟƌࡱ

ࡦ xǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȣȴ ǩȣƁʞȝŷƟȣƁˈ ƟǇǇƟƁʉࡪ ʉǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ȣȴ ǽʞȝɠࡱ üǞƟ
ǽʞȝɠ ǩɻ ǩȣǇȴɫȝŒʉǩʻƟ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ǩȣƁʞȝŷƟȣƁˈ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࠐࠈ

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0304407607001121


ðǞŒɫɠ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋ ðȴʞɫƁƟࡩ �ƟƟ ࡱࢎࠎࠇࠇࠉࢍ ࠇࠉ



ðǞŒɫɠ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ

ࡦ �Ɵˈ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡩ E [Īࠇ|ĩ = ˀ] Œȣƌ E [Īࠈ|ĩ = ˀ] ŒɫƟ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ Œʉ ¯ˀࡱ
ࡦ xȣ ʉǞǩɻ ƁŒɻƟࡪ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ

δèß3 = lim
ˀ→¯ˀ+

E [Ī∗|ĩ = ˀ] − lim
ˀ→¯ˀ−

E [Ī∗|ĩ = ˀ] .

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ʉǞǩɻ ȴȣȋˈ ȝƟŒɻʞɫƟɻ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ȈȰƀŒȈȈˁ Œʉ ¯ˀࡱ

ࠈࠉ



ðǞŒɫɠ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ȋȴƁŒȋȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

ࡦ æƟʿɫǩʉƟ ʉǞƟ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ɻǩʉʞŒʉǩȴȣ Œɻ 3Ǧ = ࠈ {ĩǦ ≥ ¯ˀ}ࡪ Œȣƌ
ĪࠈǦ = αࠈ + βࠈĩǦ + εǦ

ĪࠇǦ = αࠇ + βࠇĩǦ + εǦ

ࡦ üǞƟȣ ȴȣƟ ƁŒȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟ αࠈ Œȣƌ βࠈ ŷˈ ȋȴƁŒȋ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣࡩ ʉŒȅƟ Œ
ȅƟɫȣƟȋ � (ʗ) ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ � (ʗ) = ࠇ ǩǇ ʗ < ࡪࠇ Ǉȴɫ ǩȣɻʉŒȣƁƟ
� (ʗ) = exp (−ʗࠉ/ࠉ) ࠈ {ʗ ≥ {ࠇ Œȣƌ ƁȴȝɠʞʉƟ (α̂ࠈ, β̂ࠈ) ʉǞŒʉ ɻȴȋʻƟ

min
α,β

∑

Ǧ
�
(
ĩǦ − ¯ˀ

Ǜ

)

(ĪǦ − α − βĩǦ)ࠉ ,

ʿǞƟɫƟ Ǜ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ʉǞƟ ŷŒȣƌʿǩƌʉǞ ɻǩ˔Ɵࡱ
ࡦ `ȴɫ α̂ࠇ Œȣƌ β̂ࡪࠇ ƌȴ ʉǞƟ ɻŒȝƟ ʿǩʉǞ ŒȣȴʉǞƟɫ ȅƟɫȣƟȋ � (ʗ) ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ
� (ʗ) = ࠇ Ǉȴɫ ʗ > ࡱࠇ

ࡦ üǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ δèß3 ǩɻ ʉǞƟȣ ȴŷʉŒǩȣƟƌ Œɻ δ̂èß3 = α̂ࠈ − α̂ࡱࠇ
ࠉࠉ



`ʞ˔˔ˈ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࢎࠈࢍ

ࡦ ĨŒȣ ƌƟɫ �ȋŒʞʞʿ ࢎࠉࠇࠇࠉࢍ ʞɻƟɻ ˨ȣŒȣƁǩŒȋ Œǩƌ ƌŒʉŒ Ǉɫȴȝ Œȣ DŒɻʉ +ȴŒɻʉ
ƁȴȋȋƟǊƟࡱ `ǩȣŒȣƁǩŒȋ Œǩƌ ȴǇ˨ƁƟɫɻ ɫŒȣȅ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ŒƁƁȴɫƌǩȣǊ ʉȴ Œ ɻƁȴɫƟ
ǊǩʻƟȣ ŷˈ

è = φࠇ × (˨ɫɻʉ ʉǞɫƟƟ ƌǩǊǩʉ ȴǇ ð�ü ɻƁȴɫƟ) + φࠈ × aØ�

Œȣƌ ɫŒȣȅ ʉǞƟȝ ǩȣʉȴ Ǉȴʞɫ Ǌɫȴʞɠɻ ƌǩʻǩƌƟƌ ŷˈ ƁʞʉȴǇǇɻ èࠈ < èࠉ < èࡱࠊ
ࡦ cɫȴʞɠɻ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟ ʿǞǩƁǞ ʉˈɠƟ ȴǇ ˨ȣŒȣƁǩŒȋ Œǩƌ ɻʉʞƌƟȣʉɻ ŒɫƟ ƟȋǩǊǩŷȋƟ ʉȴࡶ
ǞȴʿƟʻƟɫ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉɻ ŷŒɻƟƌࢍ ȴȣ ȝƟɫǩʉࡪ ŒǇ˨ɫȝŒʉǩʻƟ ŒƁʉǩȴȣࡪ ȴɫ ȣƟƟƌࢎ
ŒɫƟ ɠȴɻɻǩŷȋƟࡱ

ࡦ üǞƟ `æ5 ŒɠɠɫȴŒƁǞ ʿǩȋȋ Ɓȴȣɻǩɻʉ ǩȣ ƁȴȝɠŒɫǩȣǊ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻ ʿǩʉǞ ƁȋȴɻƟ
ɻƁȴɫƟɻ ȴȣ ƟŒƁǞ ɻǩƌƟ ȴǇ ʉǞƟ ƁʞʉȴǇǇࡱ

ࠊࠉ



`ʞ˔˔ˈ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠌ ðȴʞɫƁƟࡩ ʻŒȣ ƌƟɫ �ȋŒʞʞʿ ࢎࠉࠇࠇࠉࢍ

ࠋࠉ



`ʞ˔˔ˈ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈࡩ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ

ࡦ �ɻɻʞȝƟ E [Īࠇ|ĩ = ˀ] Œȣƌ E [Īࠈ|ĩ = ˀ] ŒɫƟ Ɓȴȣʉǩȣʞȴʞɻ Œʉ ¯ˀࡪ Œȣƌ ʉǞƟ
ɠɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ɻƁȴɫƟ Ɲ (ˀ) ǩɻ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞȴʞɻ Œʉ ¯ˀࡱ

ࡦ üǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ

δ^ß3 =
limˀ→¯ˀ+ E [Ī∗|ĩ = ˀ] − limˀ→¯ˀ− E [Ī∗|ĩ = ˀ]
limˀ→¯ˀ+ E [3|ĩ = ˀ] − limˀ→¯ˀ− E [3|ĩ = ˀ] .

ࡦ £ȴʉƟ ʉǞŒʉ ǩȣ ʉǞƟ ƁŒɻƟ ȴǇ ɻǞŒɫɠ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉ ࡪ̍ ʉǞƟ
ƌƟȣȴȝǩȣŒʉȴɫ ǩɻ ࡪࠈ Œȣƌ ȴȣƟ ɫƟƁȴʻƟɫɻ ʉǞƟ ǇȴɫȝʞȋŒ Ǉȴɫ δèß3ࡱ

ࠌࠉ



`ʞ˔˔ˈ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ Œȣƌ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ

ࡦ æƟƁŒȋȋ ʉǞƟ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣ ȴǇ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡩ (Īࠇ, Īࠈ) ⊥ 3|ĩࡪ ǞƟȣƁƟ

E
[
ĪƊ|3 = ,ࠈ ĩ = ˀ

]
= E

[
ĪƊ|3 = ,ࠇ ĩ = ˀ

]
= E

[
ĪƊ|ĩ = ˀ

]
,

Œȣƌ ǞƟȣƁƟ

E [Īࠈ|ĩ = ˀ] − E [Īࠇ|ĩ = ˀ]
= E [Ī∗|3 = ,ࠈ ĩ = ˀ] − E [Ī∗|3 = ,ࠇ ĩ = ˀ] .

ࡦ ċȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ɫƟɧʞǩɫƟ Œ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ ǩȣ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡶ
ǩȣɻʉƟŒƌ ǩʉ ŒɻɻʞȝƟɻ ʉǞŒʉ ɻǩȝǩȋŒɫ ʞȣǩʉɻ ʿǩȋȋ ɫƟƁƟǩʻƟ ɻǩȝǩȋŒɫ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ

ࠍࠉ



�ȴƁŒȋȋˈ ȋǩȣƟŒɫ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

ࡦ �ɻ Ǉȴɫ ðæ5ࡪ ʉŒȅƟ Œ ȅƟɫȣƟȋ � (ʗ) ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ � (ʗ) = ࠇ ǩǇ ʗ < ࡪࠇ Œȣƌ
ƁȴȝɠʞʉƟ (α̂ࠈ, β̂ࠈ) ʉǞŒʉ ɻȴȋʻƟ

min
α,β

∑

Ǧ
�
(
ĩǦ − ¯ˀ

Ǜ

)

(ĪǦ − α − βĩǦ)ࠉ ,

Œȣƌ
(
Œ̂ࠈ, Ŷ̂ࠈ

)
ʉǞŒʉ ɻȴȋʻƟ

min
α,β

∑

Ǧ
�
(
ĩǦ − ¯ˀ

Ǜ

)

(3Ǧ − Œ− ŶĩǦ)ࠉ ,

Œȣƌ ɻǩȝǩȋŒɫȋˈ Ǉȴɫ (α̂ࠇ, β̂ࠇ) Œȣƌ
(
Œ̂ࠇ, Ŷ̂ࠇ

)
ࡱ

ࡦ δ^ß3 ǩɻ ʉǞƟȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ŷˈ

δ^ß3 =
α̂ࠈ − α̂ࠇ

Œ̂ࠈ − Œ̂ࠇ .

ࠎࠉ



DˇŒȝɠȋƟࡩ 5ʞ˩ȴ࢙oŒȣȣŒ࢙æˈŒȣ ࢎࠉࠈࠇࠉࢍ

ࡦ ðʉʞƌˈ ȴȣ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ǩȣƁƟȣʉǩʻƟɻ ǩȣ xȣƌǩŒȣ ɠɫǩȝŒɫˈ ɻƁǞȴȴȋࡱ
ࡦ üƟŒƁǞƟɫࢪɻ ɻŒȋŒɫˈ ʿŒɻ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ ŒʉʉƟȣƌŒȣƁƟࡩ

ࡦ æɻࡱ ࠇࠇࠌ ǩǇ ŒʉʉƟȣƌƟƌ ǇƟʿƟɫ ʉǞŒȣ ࠇࠈ ƌŒˈɻ ǩȣ Œ ȝȴȣʉǞࡪ Œȣƌ
ࡦ æɻࡱ ࠇࠌ Ǉȴɫ Œȣˈ ŒƌƌǩʉǩȴȣŒȋ ƌŒˈ ŒʉʉƟȣƌƟƌ ʉǞŒʉ ȝȴȣʉǞࡱ

ࡦ DˇɠƟƁʉ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉˈ Œɫȴʞȣƌ ʉǞƟ ࠇࠈ ƌŒˈɻ ƁʞʉȴǇǇࡱ

ࠏࠉ



æ55 Œɫȴʞȣƌ ʉǞƟ ࠇࠈ ƌŒˈ ƁʞʉȴǇǇ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠍ ࠐࠉ



´ʉǞƟɫ Ǉʞȣ æ55 ŒɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣɻ ǩȣ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣƁƟ

ࡦ ĳƟȋɠ ɫƟʻǩƟʿɻࡩ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ɻʉŒɫɻ ȴȣ ƁȴȣɻʞȝƟɫ ƌƟȝŒȣƌ
ࡦ DǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ɠŒǊƟ ȋȴƁŒʉǩȴȣ ȴȣ ɠɫȴƌʞƁʉ ƌƟȝŒȣƌ

ࠇࠊ

https://onlinelibrary.wiley.com/doi/epdf/10.1111/j.1468-0297.2012.02512.x


īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ɻȴɫʉǩȣǊࡲ

�Ɓ+ɫŒɫˈ ࢎࠏࠇࠇࠉࢍ Ǉȴɫ ŷʞȣƁǞǩȣǊ ǞƟʞɫǩɻʉǩƁɻࡱ
æ55 ƌƟɻǩǊȣ ǩɻ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ȋȴƁŒȋ ȋƟʻƟȋ࢙ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣࡪ ɻȴ ɻȴɫʉǩȣǊ ʿȴʞȋƌ
ŷƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ȋȴƁŒȋ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ǩȣʉȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡱ
DʻŒȋʞŒʉƟ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ Ǉȴɫ ʉǞȴɻƟ ȴȣ ʞȣǩʉɻ ȴȣ
ƟǩʉǞƟɫ ɻǩƌƟ ȴǇ ƌǩɻƁȴȣʉǩȣʞǩʉ ࡱ̍

ࠈࠊ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
DˇʉƟȣƌǩȣǊ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠊࠇ࢙ࠋࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



üȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ �ʉǞƟ ࡪ̍ ðࡱ Œȣƌ xȝŷƟȣɻࡪ cࡱ ࢎࠍࠇࠇࠉࢍ xƌƟȣʉǩ˨ƁŒʉǩȴȣࢧ Œȣƌ xȣǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ
£ȴȣ࢙�ǩȣƟŒɫ 5ǩǇǇƟɫƟȣƁƟ࢙ǩȣ࢙5ǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ �ȴƌƟȋɻࢨࡪ DƁȴȣȴȝƟʉɫǩƁŒࡱ

ࡦ �ŷŒƌǩƟࡪ ࡪࡱ� 5ǩŒȝȴȣƌࡪ ࡪࡱ� Œȣƌ oŒǩȣȝʞƟȋȋƟɫࡪ ࡱ� ࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ðˈȣʉǞƟʉǩƁࢧ +ȴȣʉɫȴȋ
�ƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ +ȴȝɠŒɫŒʉǩʻƟ +ŒɻƟ ðʉʞƌǩƟɻࡩ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ DǇǇƟƁʉ ȴǇ
+ŒȋǩǇȴɫȣǩŒࢪɻ üȴŷŒƁƁȴ +ȴȣʉɫȴȋ ßɫȴǊɫŒȝࢨࡱ ��ðࡱ�

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ ȴǇ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇ
ࡦ īǞŒʉ ǩǇ ʿƟ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ
ࡪࢨƁǞŒȣǊƟɻ࢙ǩȣ࢙ƁǞŒȣǊƟɻࢧ ɧʞŒȣʉǩȋƟ 5x5ࡲࢎ

ࡦ #ɫǩƌǊƟ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣɻ ȴǇ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ʿǩʉǞ 5x5
ࡦ īǞŒʉ ǞŒɠɠƟȣɻ ǩǇ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ʞȣǩʉ ǩɻ ʉɫƟŒʉƟƌࡲ
ࡦ oȴʿ ʉȴ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡲ

ࠋ



DˇʉƟȣƌǩȣǊ
ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ

ࠌ



æƟƁŒȋȋ Ǉɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟ

ࡦ �Œɻʉ ʿƟƟȅ ʿƟ ƌǩɻƁʞɻɻƟƌ Ǟȴʿ Œ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ ŒɠɠɫȴŒƁǞ ƁŒȣ
ŒƁƁȴʞȣʉ Ǉȴɫ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊࡪ ŷˈ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȣǊ ʉǞƟ ʿŒˈ ǩȣ ʿǞǩƁǞ
ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ƁŒȣ ǩȣ˩ʞƟȣƁƟ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ȝȴƌƟȋ ȴǇ ʉǞƟ Ǉȴɫȝࡩ

ĪǦʂ = δǦʂ3Ǧʂ + µǦ + γʂ + εǦʂ

ʿǞƟɫƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ ʞȣǩʉ Ǧ ǩȣ ʂ ŒɫƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈ

ĪࠇǦʂ = µǦ + γʂ + εǦʂ ࢎࠈࢍ
ĪࠈǦʂ = δǦʂ + µǦ + γʂ + εǦʂ ࢎࠉࢍ

ࡦ oƟɫƟࡪ δǦʂ = ĪࠈǦʂ − ĪࠇǦʂࡱ

ࠍ



�ȴɫƟ ȴȣ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇ

ĪǦʂ = δǦʂ3Ǧʂ + µǦ + γʂ + εǦʂ

ࡦ #ƟƁŒʞɻƟ µǦ ǩɻ ˨ˇƟƌࡪ ǩʉ ǩɻ ȣȴʉ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ 3Ǧʂࡱ
ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ȣƟƟƌ ʉȴ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞŒʉ B[εǦʂ|3Ǧʂ] = B[εǦʂ]ࡱ
ࡦ £ȴʉƟࡩ ǩƌƟȣʉǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȋɻȴ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ŒɻɻʞȝǩȣǊ B[∆εǦʂ|3Ǧʂ] = B[∆εǦʂ]

ࠎ



5ǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇ ǩȣ ɠŒȣƟȋ ƌŒʉŒ ȝȴƌƟȋ

ࡦ cǩʻƟȣ ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ Ǉɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟࡪ ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ǩȣ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ
ȝŒȣȣƟɫࡩ

B[ĪǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠈ = B[δǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠈ + B[µǦ|3Ǧࠈ = [ࠈ + γࠈ + B[εǦࠈ]
B[ĪǦ3|ࠇǦࠈ = [ࠈ = B[µǦ|3Ǧࠈ = [ࠈ + γࠇ + B[εǦࠇ]
B[ĪǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠇ = B[µǦ|3Ǧࠈ = [ࠇ + γࠈ + B[εǦࠈ]
B[ĪǦ3|ࠇǦࠈ = [ࠇ = B[µǦ|3Ǧࠈ = [ࠇ + γࠇ + B[εǦࠇ]

ࠏ



xƌƟȣʉǩǇˈǩȣǊ �üü ǩȣ ɠŒȣƟȋ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ

δ�aa = B[δǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠈ
=

[
B[ĪǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠈ − B[ĪǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠇ

]
−

[
B[ĪǦ3|ࠇǦࠈ = [ࠈ − B[ĪǦ3|ࠇǦࠈ = [ࠇ

]

=
[
B[∆ĪǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠈ

]
−

[
B[∆ĪǦ3|ࠈǦࠈ = [ࠇ

]

īǞǩƁǞ ǞǩǊǞȋǩǊǞʉɻ ʉǞƟ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉࡱ

ࡦ cǩʻƟȣࡩ B[∆εǦ3|ࠈǦʂ] = B[∆εǦࠈ] =⇒ B[∆ĪࠇǦ3|ࠈǦʂ = [ࠈ = B[∆ĪࠇǦ3|ࠈǦʂ = [ࠇ
ࡦ �ƟŒȣǩȣǊࡩ ǩȣ ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡪ ƟˇɠƟƁʉƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ
ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻࢎ Ǉȴɫ ʉɫƟŒʉƟƌ Œȣƌ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʿȴʞȋƌ ŷƟ ʉǞƟ ɻŒȝƟࡱ üǞǩɻ ǩɻ
ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʉȴ ǩȣʻȴȅǩȣǊ Ɓȴȝȝȴȣ ʉɫƟȣƌɻ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣࡱ

ࠐ



+ȴȝȝȴȣ ƟˇʉƟȣɻǩȴȣɻ

ࡦ �ȴɫƟ ʉǞŒȣ ʉʿȴ ʉǩȝƟ ɠƟɫǩȴƌɻ
ࡦ ċȣǩʉ࢙ɻɠƟƁǩ˨Ɓ ʉǩȝƟ ʉɫƟȣƌɻ࢕ƟࡱǊࡪࡱ #ƟɫʉɫŒȣƌ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠋࠇࠇࠉࢍ £ȴʉƟࡩ ȣƟƟƌ Œʉ
ȋƟŒɻʉ ࠊ ʉǩȝƟ ɠƟɫǩȴƌɻ Ǉȴɫ ʉǞǩɻࡱ
ࡦ cȴȴƌ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ �ȣǊɫǩɻʉ Œȣƌ ßǩɻƁǞȅƟ ࡪࢎࠐࠇࠇࠉࢍ ɫƟ࢙ŒȣŒȋˈ˔ǩȣǊ ɻʉʞƌˈ Ǉɫȴȝ
#ƟɻȋƟˈ Œȣƌ #ʞɫǊƟɻɻ ࡱࢎࠋࠇࠇࠉࢍ ßɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ ʞȣǩʉ࢙ʉǩȝƟ ʉɫƟȣƌɻ ɫƟȝȴʻƟɻ 5x5
ƟɻʉǩȝŒʉƟࡱ

ࡦ æƟȋŒˇŒʉǩȴȣɻ ȴǇ Ɓȴȝȝȴȣ࢙ʉɫƟȣƌɻࡩ �ŷŒƌǩƟ ࢎࠌࠇࠇࠉࢍ
ࡦ xǇ ȝʞȋʉǩɠȋƟ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ʉǩȝƟ ɠƟɫǩȴƌɻ Ɵˇǩɻʉࡪ ʉƟɻʉ Ɓȴȝȝȴȣ ʉɫƟȣƌɻ
ʞɻǩȣǊ ɠȋŒƁƟŷȴ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇࡱ

ࠇࠈ

https://academic.oup.com/qje/article/119/1/249/1876068
http://www.mostlyharmlesseconometrics.com
https://academic.oup.com/qje/article/119/1/91/1876083
https://economics.mit.edu/files/11869


�ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ࢎࠈࢍ

ˈĨƟɫࢍ ŷɫǩƟ˩ ࡱ̍ `ȴɫ ȝʞƁǞ ȝȴɫƟࡪ ɻƟƟ ɠŒɠƟɫࢎࡱ

ࡦ 5ǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ǩȣʻŒɫǩŒȣʉ ʉȴ ȣȴȣ࢙ȋǩȣƟŒɫ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣɻ
ȴǇ ȴʞʉƁȴȝƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ log(+ȋǩƁȅɻǦʂ) ʻɻࡱ +ȋǩƁȅɻǦʂࢎ

ࡦ cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵɻ ʉǞƟ ƁǞŒȣǊƟɻ࢙ǩȣ࢙ƁǞŒȣǊƟɻ ȝȴƌƟȋࡪ ȴǇ ʿǞǩƁǞ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇ ǩɻ Œ
ɻɠƟƁǩŒȋ ƁŒɻƟࡱ

ࡦ ȋȋȴʿࢂ�ࢁࢧ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ŷȴʉǞ ʉǩȝƟ Œȣƌ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ʉȴ ƌǩǇǇƟɫ
ɻˈɻʉƟȝŒʉǩƁŒȋȋˈ ŒƁɫȴɻɻ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋɻࢨ࡬

ࡦ £ǩƁƟ ǩȝɠȋƟȝƟȣʉŒʉǩȴȣ ǩȣ Þê� ɠŒƁȅŒǊƟ ǩȣ æࡱ

ࠈࠈ

https://faculty.smu.edu/millimet/classes/eco7377/papers/athey%20imbens.pdf


�ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ࢎࠉࢍ

δ�,� = B[Īuࠈࠈ − Ī ࠈࠈ] = B[Īuࠈࠈ] − B[Ȃ�,�(Īࠇࠈ)] ࢎࠊࢍ
= B[Īuࠈࠈ] − B[^−ࠈ

Ī,ࠈࠇ(^Ī,ࠇࠇ(Īࠇࠈ)) ࢎࠋࢍ

#ŒɻǩƁ ǩƌƟŒࡩ
ࡦ #ƟǊǩȣ ʿǩʉǞ Œ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ˁࡪ Œȣƌ ˨ȣƌ ǩʉɻ ɧʞŒȣʉǩȋƟ ɡ ǩȣ Īࠇࠈ
ࡦ `ǩȣƌ ʉǞƟ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɧʞŒȣʉǩȋƟ Ǉȴɫ ˁ ǩȣ ʉǞƟ Īࠇࠇ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣࡪ
ɡ′ = ^Ī,ࠇࠇ(ˁ)

ࡦ `ǩȣƌ ƁǞŒȣǊƟ ǩȣ ˁ Ǉɫȴȝ Ȃ*u*ࡪ ʿǞƟɫƟ Ȃ*u*(ˁ) = ࠈ−^
Ī,ࠈࠇ(^Ī,ࠇࠇ(ˁ))ࡪ ŷˈ ˨ȣƌǩȣǊ

ʻŒȋʞƟ Ǉȴɫ ˁ Œʉ ɧʞŒȣʉǩȋƟ ɡ′ ǩȣ Īࠈࠇ ʉȴ ˈǩƟȋƌࡩ
∆�,� = ࠈ−^

Ī,ࠈࠇ(ɡ′) − ࠈ−^
Ī,ࠇࠇ(ɡ′) = ࠈ−^

ĪĪ,ࠈࠇ(^Ī,ࠇࠇ(ˁ)) − ˁ
ࡦ �Œɻʉࡩ ƁȴȝɠʞʉƟ ƁȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋ Ī ࠈࠈ = ˁ+∆�,ࡪ� ɻࡱʉࡱ
Ȃ�,�(ˁ) = ˁ+ δ�,� = ࠈ−^

Ī,ࠈࠇ(^Ī,ࠇࠇ(ˁ)) ࠉࠈ



�ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ࢎࠊࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࡱࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ࠊࠈ



�ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ࢎࠋࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ðȴʞɫƁƟࡩ �ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࡱࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ࠋࠈ



�ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ࢎࠌࢍ

ࡱࠈ cǩʻƟȣ ˁࡪ ˨ȣƌ ǩʉɻ ɧʞŒȣʉǩȋƟ ɡ ǩȣ Īࠇࠈ
ࡱࠉ `ǩȣƌ ƁȴɫɫƟɻɠȴȣƌǩȣǊ ɧʞŒȣʉǩȋƟ Ǉȴɫ
ˁ ǩȣ Īࡪࠇࠇ ɡ′ = ^Ī,ࠇࠇ(ˁ)

ࡱࠊ `ǩȣƌ ƁǞŒȣǊƟ ǩȣ ˁ Ǉɫȴȝ Ȃ*u*ࡪ
ʿǞƟɫƟ Ȃ*u*(ˁ) = ࠈ−^

Ī,ࠈࠇ(^Ī,ࠇࠇ(ˁ))ࡪ ŷˈ
˨ȣƌǩȣǊ ʻŒȋʞƟ Ǉȴɫ ˁ Œʉ ɧʞŒȣʉǩȋƟ ɡ′

ǩȣ Īࠈࠇ ʉȴ ˈǩƟȋƌࡩ

∆�,� = ࠈ−^
Ī,ࠈࠇ(ɡ′) − ࠈ−^

Ī,ࠇࠇ(ɡ′)
= ࠈ−^

ĪĪ,ࠈࠇ(^Ī,ࠇࠇ(ˁ)) − ˁ

ࡱࠋ +ȴȝɠʞʉƟ ƁȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋ
Ī ࠈࠈ = ˁ+∆�,ࡪ� ɻࡱʉࡱ
Ȃ�,�(ˁ) = ˁ+ δ�,� = ࠈ−^

Ī,ࠈࠇ(^Ī,ࠇࠇ(ˁ)) ࠌࠈ



ðˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ

ࠍࠈ



üǞƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ɻƟʉʉǩȣǊ ࢎࠈࢍ

ࡦ �ɻ ǩȣ ƌǩǇǇ࢙ǩȣ࢙ƌǩǇǇࡪ ȴǇʉƟȣʉǩȝƟɻ ʿƟ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ
ǩȣʉƟɫʻƟȣʉǩȴȣɻ ȴȣ ŒǊǊɫƟǊŒʉƟ ʞȣǩʉɻࡪ ʿǞƟɫƟ Œ ɻƟʉ ȴǇ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʞȣǩʉɻ ŒɫƟ
ʞɻƟƌ ʉȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ƁȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋ ʉɫŒǽƟƁʉȴɫ ࡱ̍
ࡦ ȴȝɠŒɫŒʉǩʻƟ+ࢧ ƁŒɻƟ ɻʉʞƌǩƟɻࢨ

ࡦ #ʞʉ ʿǞŒʉ ǩǇ ŒʻƟɫŒǊƟ ȴǇ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʞȣǩʉɻ ƌȴƟɻȣࢪʉ ʿƟȋȋ࢙ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉ ŷƟǇȴɫƟࢍ ʉǞƟ ǩȣʉƟɫʻƟȣʉǩȴȣࡲࢎ

ࠎࠈ



üǞƟ ǊƟȣƟɫŒȋ ɻƟʉʉǩȣǊ ࢎࠉࢍ

ࡦ īƟ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ Œȣ ǩȣʉƟɫʻƟȣʉǩȴȣ
ࡦ ðƟʉ ȴǇ ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉɻ ˈɠȴɻɻǩŷȋࢍ ȴȣȋˈ ȴȣƟࢎ
ࡦ ðƟʉ ȴǇ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʞȣǩʉɻ ࢎȣʞȝƟɫȴʞɻࢍ
ࡦ ´ŷɻƟɫʻƟ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȝƟŒɻʞɫƟɻ ȴǇ ȴʞʉƁȴȝƟɻ
Ǉȴɫ Œȋȋ ʞȣǩʉɻ

ࡦ ßɫƟǇƟɫŒŷȋ ࡪ̍ ȣʞȝƟɫȴʞɻ ɠɫƟ࢙ Œȣƌ ɠȴɻʉ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ɠƟɫǩȴƌɻ

ࠏࠈ



+ŒɻƟ ɻʉʞƌˈࡩ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ ʉȴŷŒƁƁȴ ʉŒˇ ȴȣ ƁǩǊŒɫƟʉʉƟ ɻŒȋƟɻ ǩȣ +�

ࡦ üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ
ࡦ ðƟʉʞɠ ʉȴ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴɫǩǊǩȣŒȋȋˈ ǇȴɫȝʞȋŒʉƟƌ ǩȣ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡪࢎࠊࠇࠇࠉࢍ ʿǞǩƁǞ
ȋȴȴȅƟƌ Œʉ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ʉƟɫɫȴɫǩɻȝ ȴȣ ƟƁȴȣȴȝǩƁ ǊɫȴʿʉǞ ǩȣ #ŒɻɧʞƟ Ɓȴʞȣʉɫ ࡱ̍

ࠐࠈ

http://scunning.com/abadie-diamond-and-hainmuel.pdf
http://www.nyu.edu/gsas/dept/politics/faculty/beck/abadie_aer.pdf


ßɫȴŷȋƟȝ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠇࠉ



ðƟʉʞɠ Œȣƌ ȣȴʉŒʉǩȴȣ

ࡦ ī�´cࡪ ŒɻɻʞȝƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉ
ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ �+ ࠈ ʉȴʉŒȋ ʞȣǩʉɻࡪ Œȣƌ ʉǩȝƟ ɠƟɫǩȴƌɻ ,ࠈ ,ࠉ . . . , ó
ࡦ üǞƟ ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉ ɫƟƁƟǩʻƟɻ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ǩȣ ɠƟɫǩȴƌɻ óࠇ + ,ࠈ . . . , ó
ࡦ � ȴʉǞƟɫ ʞȣǩʉɻ ŒɫƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ƌȴȣȴɫࢧࢍ ɠȴȴȋࢎࢨ
ࡦ üǞƟ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ

δ̂ࠈʂ = Īࠈʂ −
∑ࠈ+�

Ǻ=ࠉ
ʸ∗
Ǻ ĪǺʂ

æƟƁŒȋȋࡩ ʉǞǩɻ ɻǞȴʞȋƌ ȋȴȴȅ ǇŒǩɫȋˈ ǇŒȝǩȋǩŒɫ ʉȴ ʉǞƟ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ
ȝȴʉǩʻŒʉƟƌ ɻƟʻƟɫŒȋ ȋƟƁʉʞɫƟɻ ŒǊȴࡱ

ࠈࠉ



oȴʿ ʉȴ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ ʿƟǩǊǞʉɻࡲ

üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ƁǞȴǩƁƟɻ࡭

ࡦ �Ɵʉ ʸ = (ʸࠉ, . . . ,ʸǺ+ࠈ)′

ࡦ īƟǩǊǞʉɻ ŒɫƟ ʸǺ ≥ ࠇ Ǉȴɫ Ǻ = ,ࠉ . . . , �+ ࡪࠈ Œȣƌ ࠈ+�∑
Ǻ=ࠉʸǺ = ࡱࠈ

ࡦ ĩࠈ ǩɻ Œ Ȃ× ࠈ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉƟȝƟȣʉ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ǉȴɫ ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉ
ࡦ ĩࠇ ǩɻ Œ Ȃ× � ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɻŒȝƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ǉȴɫ ƌȴȣȴɫ ɠȴȴȋ
ࡦ üǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ʸ∗ = (ʸ∗

,ࠉ . . . ,ʸ∗
(ࠈ+�

′ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ||ĩࠈ − ĩࠇʸ||
ɻʞŷǽƟƁʉࢍ ʉȴ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࢎ

ࠉࠉ



oȴʿ ʉȴ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉ ʿƟǩǊǞʉɻࡲ

üǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ƁǞȴǩƁƟɻ࡭

ࡦ �Ɵʉ ʸ = (ʸࠉ, . . . ,ʸǺ+ࠈ)′

ࡦ īƟǩǊǞʉɻ ŒɫƟ ʸǺ ≥ ࠇ Ǉȴɫ Ǻ = ,ࠉ . . . , �+ ࡪࠈ Œȣƌ ࠈ+�∑
Ǻ=ࠉʸǺ = ࡱࠈ

ࡦ ĩࠈ ǩɻ Œ Ȃ× ࠈ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉƟȝƟȣʉ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ǉȴɫ ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉ
ࡦ ĩࠇ ǩɻ Œ Ȃ× � ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ɻŒȝƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ǉȴɫ ƌȴȣȴɫ ɠȴȴȋ
ࡦ üǞƟ ʻƟƁʉȴɫ ʸ∗ = (ʸ∗

,ࠉ . . . ,ʸ∗
(ࠈ+�

′ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ ||ĩࠈ − ĩࠇʸ||
ɻʞŷǽƟƁʉࢍ ʉȴ ɻɠƟƁǩ˨Ɵƌ ƁȴȣɻʉɫŒǩȣʉɻࢎ

ࠉࠉ



īƟǩǊǞʉƟƌ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ȣȴɫȝ

ࡦ īƟǩǊǞʉƟƌ DʞƁȋǩƌƟŒȣ ȣȴɫȝࡩ

||ĩࠈ − ĩࠇʸ|| =
√
(ĩࠈ − ĩࠇʸ)′ğ(ĩࠈ − ĩࠇʸ)

ࡦ ğ ǩɻ ƌǩŒǊȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ʿǩʉǞ ȣȴȣ࢙ȣƟǊŒʉǩʻƟ ʻŒȋʞƟɻࡪ ʿǞǩƁǞ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ǉȴɫ
ɫƟȋŒʉǩʻƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣƁƟ ȴǇ ɠɫƟƌǩƁʉȴɫɻ

ࡦ ´ʉǞƟɫ ƁǞȴǩƁƟɻ ŒɫƟ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ �ŒǞŒȋŒȣȴŷǩɻ ƌǩɻʉŒȣƁƟࡪࢎ ɻȴ ȋȴȣǊ Œɻ ğ
ǩɻ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟȋˈ ƌƟ˨ȣƟƌ ࡪɻˈȝȝƟʉɫǩƁࢍ ɠȴɻǩʉǩʻƟ ɻƟȝǩ࢙ƌƟ˨ȣǩʉƟࢎ

ࡦ xȣ ȝŒȣˈ ƁŒɻƟɻࡪ ɻȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ʞȣǩɧʞƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ĩࠈ ȣȴʉ ǩȣ ƁȴȣʻƟˇ Ǟʞȋȋ ȴǇ ĩࡱࢎࠇ

ࠊࠉ



#ŒƁȅ ʉȴ ƟˇŒȝɠȋƟࡩ ʉȴŷŒƁƁȴ ʉŒˇ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠋࠉ



DɻʉǩȝŒʉƟƌ ʿƟǩǊǞʉɻ ǩȣ ʉȴŷŒƁƁȴ ƟˇŒȝɠȋƟ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠌ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠌࠉ



ßɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟ ŷŒȋŒȣƁƟ Ǉɫȴȝ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ ȝŒʉƁǞƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠍ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠍࠉ



ðˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʻɻࡱ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɻƟɫǩƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠎ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠎࠉ



üǞƟ ɠƟɫǩȴƌ࢙ȋƟʻƟȋ ƌǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠏ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠏࠉ



xȣǇƟɫƟȣƁƟࡲ ßȋŒƁƟŷȴ ʉƟɻʉɻ

ࡦ `ȴɫ ƟŒƁǞ ȴǇ ʉǞƟ � Ɓȴȣʉɫȴȋ ʞȣǩʉɻࡪ ɫƟɠƟŒʉ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ
ŷʞʉࢍ ɠɫƟʉƟȣƌ Œɻ ǩǇ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʞȣǩʉɻ ŒɫƟ ʉɫƟŒʉƟƌࡪࢎ Œȣƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ƟǇǇƟƁʉ

ࡦ +ȴȝɠŒɫƟ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ȴǇ � ɠȋŒƁƟŷȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ ŒǊŒǩȣɻʉ ȴɫǩǊǩȣŒȋ
ƟɻʉǩȝŒʉƟࢍɻࢎ

ࡦ +ȴȝɠŒɫƟ ɫŒȣȅ ȴǇ δ̂Ǧʂ ŒǊŒǩȣɻʉ ɠȋŒƁƟŷȴ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻࡱ
ࡦ �ȅǩȣ ʉȴ Œ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡱ

ࠐࠉ



æƟɻʞȋʉɻ ȴǇ ɠȋŒƁƟŷȴ ʉƟɻʉɻ ࢎࠈࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠐ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠇࠊ



æƟɻʞȋʉɻ ȴǇ ɠȋŒƁƟŷȴ ʉƟɻʉɻ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠇࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠈࠊ



æƟɻʞȋʉɻ ȴǇ ɠȋŒƁƟŷȴ ʉƟɻʉɻ ࢎࠊࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠉࠊ



æƟɻʞȋʉɻ ȴǇ ɠȋŒƁƟŷȴ ʉƟɻʉɻ ࢎࠋࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ŷŒƌǩƟ Ɵʉ Œȋࡱ ࡱࢎࠇࠈࠇࠉࢍ ࠊࠊ



DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ ȴǇ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋ

ࡦ �ŷŒƌǩƟ Œȣƌ oȴʞɫࢪ� ࡩࢎࠎࠈࠇࠉࢍ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵɻࡩ

||ĩࠈ − ĩࠇʸ||ࠉ + λ
∑ࠈ+�

Ǻ=ࠉ
ʸǺ||ĩǺ − ĩࠉ||ࠈ

ࡪ ʿǩʉǞ λ > ࡱࠇ oƟȋɠɻ ʿǩʉǞ ʞȣǩɧʞƟȣƟɻɻ ʻǩŒ ɻɠŒɫɻƟ ɠƟȣŒȋʉ ࡱ̍
ࡦ �ʉǞƟˈ Ɵʉ Œȋࡱ ࡩࢎࠎࠈࠇࠉࢍ ȝŒʉɫǩˇ ƁȴȝɠȋƟʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌɻࡪ ʿǩʉǞ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ
ࡦ oŒǞȣ Œȣƌ ðǞǩ ࡩࢎࠎࠈࠇࠉࢍ ɻʞɠƟɫɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ ǇɫƟɧʞƟȣʉǩɻʉ ȝƟʉǞȴƌɻ Ǉȴɫ
ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࡦ 5ȴʞƌƁǞƟȣȅȴ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࡩࢎࠎࠈࠇࠉࢍ Œȋȋȴʿɻ ʿƟǩǊǞʉɻ ʉȴ ʻŒɫˈ ȴʻƟɫʉǩȝƟ

ࠋࠊ

https://arxiv.org/pdf/1710.10251.pdf
http://www.mdpi.com/2225-1146/5/4/52
https://arxiv.org/pdf/1610.07748.pdf


£Ɵˇʉ ȋƟƁʉʞɫƟ

ࡦ īƟ ʿǩȋȋ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ɻƟʉʉǩȣǊɻ ʿǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ɠȴɻɻǩŷȋˈ ȝŒȣˈ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ
ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǩȝƟ ɠƟɫǩȴƌɻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ   >> óࢎࠇ

ࡦ ´ɫ ɫƟȋŒʉǩʻƟȋˈ ǇƟʿ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ ʉǩȝƟ ɠƟɫǩȴƌɻ ࡪࡱƟࡱǩࢍ óࠇ >> ࢎ 

ࠌࠊ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋɻ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠇࠈ࢙ࠋࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



üȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ #Ɵȋȋȴȣǩࡪ ࡪࡱ� +ǞƟɫȣȴ˔Ǟʞȅȴ ࡪ̒ Ĩࡪࡱ `ƟɫȣŒȣƌƟ˔࢙ĨŒȋࡪ xࡪࡱ Œȣƌ oŒȣɻƟȣࡪ ࡱ+ ࡱࢎࠎࠈࠇࠉࢍ
ßɫȴǊɫŒȝࢧ DʻŒȋʞŒʉǩȴȣ Œȣƌ +ŒʞɻŒȋ xȣǇƟɫƟȣƁƟ ʿǩʉǞ oǩǊǞ࢙5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ
5ŒʉŒࢨࡱ DƁȴȣȴȝƟʉɫǩƁŒࡱ

ࡦ #ɫȴƌƟɫɻƟȣࡪ ࡪࡱ� cŒȋȋʞɻƟɫࡪ ࡪࡱ̀ �ȴƟǞȋƟɫࡪ ࡪࡱ� æƟȝ ࡪ̍ ࡪࡱ£ Œȣƌ ðƁȴʉʉࡪ ðࡱ ࡱࢎࠌࠈࠇࠉࢍ
xȣǇƟɫɫǩȣǊࢧ ƁŒʞɻŒȋ ǩȝɠŒƁʉ ʞɻǩȣǊ #ŒˈƟɻǩŒȣ ɻʉɫʞƁʉʞɫŒȋ ʉǩȝƟ ɻƟɫǩƟɻ
ȝȴƌƟȋɻࢨࡱ �ȣȣŒȋɻ ȴǇ �ɠɠȋǩƟƌ ðʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡱ

ࡦ ĨŒɫǩŒȣࡪ oࡱ ࡱࢎࠍࠈࠇࠉࢍ ŒʞɻŒȋ+ࢧ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ƟƁȴȣȴȝǩƁɻ Œȣƌ ȝŒɫȅƟʉǩȣǊࢨࡪ
ß£�ðࡱ

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ƁŒɻƟɻ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ʉǞƟɫƟ ȝŒˈ ŷƟ ȝŒȣˈ ɠȴɻɻǩŷȋƟ Ɓȴȣʉɫȴȋɻࡶ ǩȣ xĨࡪ
ʉǞƟɫƟ ȝŒˈ ŷƟ ȝŒȣˈ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉƟ ȝȴƌƟȋ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ǩȣ ʉǞƟɻƟ ƁȴȣʉƟˇʉɻ Ɓɫȴɻɻࢍ ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣ ʻɻࡱ
ɫŒʉƟ࢙ȴɠʉǩȝŒȋ ɠƟȣŒȋʉǩƟɻࢎ

ࡦ `ȴƁʞɻ ʿǩȋȋ ŷƟ ȴȣ ȋŒɻɻȴ࢙ʉˈɠƟ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Œʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌɻ Œȣƌࢍ ʉǞƟǩɫ ƁȋȴɻƟ
Ɓȴʞɻǩȣɻࢎ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ Œȣƌ xĨ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻƟʉʉǩȣǊɻ

ࠋ



oǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝȴƌƟȋɻ

ࠌ



æƟƁŒȋȋ Ǉɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟ

ࡦ �Œɻʉ ƁȋŒɻɻ ʿƟ ƌǩɻƁʞɻɻƟƌ ʉǞŒʉ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ȝŒˈ ŒɫǩɻƟ ʿǞƟȣ   >> ɛ ࡪࡱǊࡱƟࢍ
ȝȴɫƟ ʞȣǩʉɻ ʉǞŒȣ ɠƟɫǩȴƌɻࡪ ʿǞǩƁǞ ȝŒȅƟ ƟʻŒȋʞŒʉǩȴȣ ȴǇ ɠŒɫŒȋȋƟȋ ʉɫƟȣƌɻ
ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉࢎ

ࡦ �ȋɻȴ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ ʿǞƟȣ ɛ >>   ࡪࡱǊࡱƟࢍ +Ɵȣɻʞɻ ƌŒʉŒࡪ ʉƟˇʉࡷȋŒȣǊʞŒǊƟ ƌŒʉŒࡪ
ɻȴƁǩŒȋ ȝƟƌǩŒ ƌŒʉŒࢎ

ࡦ æǩƁǞƟɫ ƌŒʉŒ ɻȴʞɫƁƟɻ ƁŒȋȋ Ǉȴɫ ȣƟʿ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ʉȴ Œɠɠȋˈ ʉȴ ƁȋŒɻɻǩƁ
ɻƟʉʉǩȣǊɻ

ࠍ



`ɫŒȝƟʿȴɫȅ

Ī3Ǧ = δ3Ǧ +
ɛ∑

Ǻ=ࠈ
βǺˀǦǺ + εǦ

ࡦ �ɻɻʞȝƟࡪ Œɻ ǩȣ ɠɫǩȴɫ ʿƟƟȅɻࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉƟƌ Ǉɫȴȝ ŒŷȴʻƟࡱ
ࡦ B[ĪࠈǦ − ĪࠇǦ ] = δ

ࡦ oƟɫƟࡪ ʉǞƟ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ˀ ŒɫƟ ȴʞɫ ɠɫƟ࢙ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ࢨƁȴȣʉɫȴȋࢧ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡱ
ࡦ xȣ ʉǞƟ xĨ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅࡪ ʿƟ ȝǩǊǞʉ Œȋɻȴ ǩȣʻȴȅƟࡩ B[εǦ|ˀǦ, ĶǦ] = ࠇ

ࠎ



īǞǩƁǞ ࢨƁȴȣʉɫȴȋɻࢧ ɻǞȴʞȋƌ ŷƟ ǩȣ ȴʞɫ ƟɧʞŒʉǩȴȣࡲ

ࡦ +ȴȣƁƟɫȣɻ ȴǇ ȴʻƟɫ˨ʉʉǩȣǊ Œȣƌ ʞȣƌƟɫ˨ʉʉǩȣǊ
ࡦ DˇƁȋʞƌǩȣǊ ɫƟȋƟʻŒȣʉ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ƁŒȣ ȋƟŒƌ ʉȴ ŷǩŒɻ
ࡦ xȣƁȋʞƌǩȣǊ ǩɫɫƟȋƟʻŒȣʉ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ƁŒȣ ǩȣƁɫƟŒɻƟ ʻŒɫǩŒȣƁƟ
ࡦ xǇ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȝŒȣˈ ࢨȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴࢧ Ɓȴȣʉɫȴȋɻࡪ ȝȴƌƟȋ ˨ʉ ȝŒˈ ȣȴʉ ŷƟ ǇƟŒɻǩŷȋƟ
ƌƟǊɫƟƟɻࢍ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝࢎ

ࡦ #ʞʉ ǩǇ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȅƟˈ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ǩɻ ɻɠŒɫɻƟࡪ ʿƟ ǞŒʻƟ ɻȴȝƟ ȴɠʉǩȴȣɻ

ࠏ



�ƌ ǞȴƁ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ʉȴ ɻƟȋƟƁʉǩȣǊ ɫƟȋƟʻŒȣʉ ɫƟǊɫƟɻɻȴɫɻ

ࡦ ʉ࢙ʉƟɻʉ Ǉȴɫ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ɻǩǊȣǩ˨ƁŒȣʉȋˈ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ȴʞʉƁȴȝƟࡪ ʉǞƟȣ ƌɫȴɠ
ǩȣɻǩǊȣǩ˨ƁŒȣʉ ɫƟǊɫƟɻɻȴɫɻ

ࡦ `࢙ʉƟɻʉɻ
ࡦ +ɫȴɻɻ࢙ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ ŷʞʉࢍ ȴʻƟɫ ʿǞǩƁǞ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࢎࡲ
ࡦ īŒʻƟࢧ ˈȴʞɫ ǞŒȣƌɻࢨ Œȣƌ ǩǊȣȴɫƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ Œࢍ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ƁǞȴǩƁƟࢎ

DŒƁǞ ȴǇ ʉǞƟ ŒŷȴʻƟ ƁŒȣ Ǌȴ ʿɫȴȣǊࡱ

ࠐ



� ɻɠŒɫɻƟ ƌŒʉŒ࢙ǊƟȣƟɫŒʉǩȴȣ ɠɫȴƁƟɻɻ

ࡦ ˁǦ = ˀ′
Ǧβࠇ + εǦ

ࡦ B[εǦˀǦ] = ࠇ
ࡦ ˀǦ = (ˀǦǺ, Ǻ = ,ࠈ . . . ,ɛ)′, Ƞࠈ

∑Ƞ
Ǧ=ࠈ ˀࠉǦǺ = ࠈ ࢎɻʉŒȣƌŒɫƌǩ˔Œʉǩȴȣࢍ

ࡦ £ȴʉƟࡩ ʉǞǩɻ 5cß ƁŒȣ ŷƟ ʿɫǩʉʉƟȣ ƌȴʿȣ ʿǩʉǞ ɛ >>  
ࡦ ðɠŒɫɻǩʉˈࡩ ɵ := ||βࠇ||ࠇ =

∑ɛ
Ǻ=ࠈ Ǻࠇβ}ࠈ ≠ {ࠇ << Ƞ

ࡦ �Ɵˈ ǩƌƟŒࡩ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ɫƟȋƟʻŒȣʉ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵࡱ

ࠇࠈ



DʻƟȣ ʿǩʉǞ ɻƟƟȝǩȣǊȋˈ ȋȴʿ ɠ

ࡦ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋǩʉˈ ƁŒȣ ƟŒɻǩȋˈ ƁǞŒȣǊƟ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝŒʉǩȴȣɻࢍ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ
ǩȣʉƟɫŒƁʉǩȴȣɻࢎ

ࡦ ´ǇʉƟȣʉǩȝƟɻ ʿƟ ȅȣȴʿǩȣǊȋˈ ɻǩȝɠȋǩǇˈ ȝȴƌƟȋ ŷƟƁŒʞɻƟ ȴǇ ƌࡱȴࡱǇࡱ ƁȴȣƁƟɫȣɻࡱ

ࠈࠈ



�ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻɠŒɫɻǩʉˈ

ˁǦ = ˀ′
Ǧβࠇ + ɥǦ + εǦ

ࡦ oƟɫƟࡪ ɥǦ ǩɻ Œ ɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Œʉǩȴȣ ʉƟɫȝ ࡪࢎࢨŷǩŒɻࢧࢍ ʿǞǩƁǞ ǩɻ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴࡱ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ɻǞȴʿȣ ʉǞŒʉ ʉǞƟ ŷǩŒɻ ǩɻ ɻȝŒȋȋƟɫ ʉǞŒȣ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫࡪ
ʿǞǩƁǞ ǩȣ ʉǞƟ ȋǩȝǩʉ ǩɻࡩ

ࡦ ɵ log ɛ
Ƞ → ࠇ

ࡦ √√√√ ࠈ
Ƞ

Ƞ∑

Ǧ=ࠈ
ɥࠉǦ ≤ σ

√ ɵ
Ƞ → ࠇ

ࠉࠈ



�Œɻɻȴ ࢎࠈࢍ

ࡦ #ƟǇȴɫƟࡪ ȝȴʉǩʻŒʉƟƌ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ʿǩʉǞ Ǉȴɫȝࡩ

ࠈ
Ƞ

Ƞ∑

Ǧ=ࠈ

(
ˁǦ − ˀ′

Ǧβ
ࠉ(

+ λ||β||ࠇ, ʿǞƟɫƟ ||β||ࠇ =
ɛ∑

Ǻ=ࠈ
Ǻࠇβ}ࠈ ≠ {ࠇ

ࡦ üǞƟ ɠƟȣŒȋʉˈ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ λ ǩɻ Œ ɻƁŒȋŒɫ ʉǞŒʉ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ʉǞƟ ɻɠŒɫɻǩʉˈ

ࡦ ðȴȋʞʉǩȴȣ ǩɻ ȣȴʉ ǇƟŒɻǩŷȋƟ ʿǩʉǞ ȋŒɫǊƟ ɛ ß£ࢍ ǞŒɫƌࢎ
ࡦ xȣɻʉƟŒƌࡪ ʿƟ ƟɻʉǩȝŒʉƟ

ࠈ
Ƞ

Ƞ∑

Ǧ=ࠈ

(
ˁǦ − ˀ′

Ǧβ
ࠉ(

+ λ||β||ࠈ, ʿǞƟɫƟ ||β||ࠈ =
ɛ∑

Ǻ=ࠈ
|βǺ|

ࠊࠈ



�Œɻɻȴ ࢎࠉࢍ

�ƟŒɻʉ ŒŷɻȴȋʞʉƟ ɻǞɫǩȣȅŒǊƟ Œȣƌ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴɠƟɫŒʉȴɫࡩ üǩŷɻǞǩɫŒȣǩ ࡱࢎࠍࠐࠐࠈࢍ

ࠈ
Ƞ

Ƞ∑

Ǧ=ࠈ

(
ˁǦ − ˀ′

Ǧβ
ࠉ(

+ λ||β||ࠈ

KBM
β

{
||ˈ− ˇβ||ࠉࠉ + λ||β||ࠈ

}

æƟŒɻȴȣŒŷȋƟ ʉɫŒƌƟȴǇǇࡪ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ʉȴ Ȉࠇ ȣȴɫȝࡱ +ȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣŒȋȋˈ ǇƟŒɻǩŷȋƟࡱ

ࠋࠈ

http://statweb.stanford.edu/~tibs/lasso/lasso.pdf


�Œɻɻȴ ʻŒɫǩŒȣʉɻ

ࡦ DȋŒɻʉǩƁ ȣƟʉࡩ Ŀȴʞ Œȣƌ oŒɻʉǩƟ ࢎࠌࠇࠇࠉࢍ

KBM
β

{
||ˈ− ˇβ||ࠉࠉ + α||β||ࠉ + −ࠈ) α)||β||ࠈ

}
, ʿǞƟɫƟ α =

λࠉ
λࠈ + λࠉ

ࡦ �ƌŒɠʉǩʻƟ ȋŒɻɻȴࡩ Ŀȴʞ ࢎࠍࠇࠇࠉࢍ

KBM
β

{
||ˈ− ˇβ||ࠉࠉ + λ

ɛ∑

Ǻ=ࠈ
ˆy Ǻ|βǺ|

}

ࡦ cɫȴʞɠ ȋŒɻɻȴࡩ ĳʞŒȣ Œȣƌ �ǩȣ ࡪࢎࠍࠇࠇࠉࢍ `ɫǩƟƌȝŒȣ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠇࠈࠇࠉࢍ

KBM
β

{
||ˈ− −ࠈ

�∑

Ȉ=ࠈ
ˇȈβȈ||ࠉࠉ + λ

�∑

Ȉ=ࠈ

√ɛȈ||βȈ||ࠉ
}

ࡦ ðɧʞŒɫƟ࢙ɫȴȴʉ ȋŒɻɻȴࡩ #Ɵȋȋȴȣǩ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠈࠈࠇࠉࢍ

KBM
β

{√√√√ ࠈ
Ƞ

Ƞ∑

Ǧ=ࠈ
(ˁǦ − ˀ′

Ǧβ)
ࠉ + λ||β||ࠈ

}

ࠌࠈ

http://math.arizona.edu/~hzhang/math574m/Read/elasticnet.pdf
http://users.stat.umn.edu/~zouxx019/Papers/adalasso.pdf
http://www.columbia.edu/~my2550/papers/glasso.final.pdf
https://arxiv.org/pdf/1001.0736.pdf
https://www.jstor.org/stable/23076172


oȴʿ ʉȴ ʉʞȣƟ ʉǞƟ ɠƟȣŒȋʉˈ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫࡲ

ࡦ üʿȴ ɠɫǩȝŒɫˈ ƁǞȴǩƁƟɻࡩ
ࡱࠈ +ɫȴɻɻ࢙ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻࡩ +ǞƟʉʻƟɫǩȅȴʻ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠍࠈࠇࠉࢍ
ࡱࠉ æŒʉƟ࢙ȴɠʉǩȝŒȋ ɠƟȣŒȋʉˈ ƁǞȴǩƁƟɻࡩ #ǩƁȅƟȋ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠐࠇࠇࠉࢍ

ࠍࠈ

https://arxiv.org/pdf/1605.02214.pdf
https://www.stat.berkeley.edu/~bickel/BickelRitovTsybakov2009aos.pdf


ࢎǇȴȋƌ࢙�ࢍ Ɓɫȴɻɻ࢙ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣ ɠɫȴƁƟƌʞɫƟ

ࡦ æŒȣƌȴȝȋˈ ƌǩʻǩƌƟ ƌŒʉŒ ǩȣʉȴ � ɻʞŷɻŒȝɠȋƟɻ
ࡦ oȴȋƌǩȣǊ ȴʞʉ ɠŒɫʉ Ȃࡪ ˨ʉ ȝȴƌƟȋ ȴȣ ɫƟȝŒǩȣǩȣǊ ƌŒʉŒࡪ ʉǞƟȣ ɠɫƟƌǩƁʉ ȴȣ ɠŒɫʉ
Ȃ

ࡦ æƟɠƟŒʉ Ǉȴɫ Œȋȋ Ȃ = ,ࠈ . . . ,�
ࡦ +ȴȝŷǩȣƟ ɫƟɻʞȋʉɻࡩ

*ğ(�) =
�∑

Ȃ=ࠈ

ȠȂ
Ƞ L (Ȃ)

ࡦ +ȴȝȝȴȣ ȋȴɻɻ ǩɻ ʉǞƟ ȝƟŒȣ࢙ɻɧʞŒɫƟƌ Ɵɫɫȴɫࡩ L (Ȃ) = ࠈ
ȠȂ

∑
Ǧ∈*Ȃ(ˁǦ − ˆˁǦ)

ࡱࠉ

ࠎࠈ



+ǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ʿǩʉǞ Ɓɫȴɻɻ࢙ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣ

ࡦ xȣ ɫƟȋŒʉǩʻƟȋˈ ɻȝŒȋȋ ɻŒȝɠȋƟɻࡪ ŷƟǞŒʻǩȴɫ ȴǇ +Ĩ ǩɻ ɻʉǩȋȋ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ʉȴ ǩȣǩʉǩŒȋ
ɻŒȝɠȋƟ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ɻŒȝɠȋǩȣǊ ȣȴǩɻƟࢎ

ࡦ xǇ ɛ >> ࡪ  ʻŒȋǩƌǩʉˈ ȴǇ Ɓɫȴɻɻ࢙ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣ Ǉȴɫ ɻʉǩȋȋ Œȣ ȴɠƟȣ ŒɫƟŒ ȴǇ
ɫƟɻƟŒƁǞ Ǉȴɫ ȋŒɻɻȴ࢙ʉˈɠƟ ȝȴƌƟȋɻ

ࡦ üʿȴ Ǌȴȴƌ ɠŒɠƟɫɻࡩ ĳʞ Œȣƌ `ƟȣǊ ࡶࢎࠊࠈࠇࠉࢍ +ǞƟʉʻƟɫǩȅȴʻ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠍࠈࠇࠉࢍ

ࠏࠈ

https://arxiv.org/pdf/1309.2068.pdf
https://arxiv.org/pdf/1605.02214.pdf


+ǞƟʉʻƟɫǩȅȴʻ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠍࠈࠇࠉࢍ

xȣࢧ ʉǞǩɻ ɠŒɠƟɫࡪ ʿƟ ƌƟɫǩʻƟ Œ ɫŒʉƟ ȴǇ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ȴǇ ʉǞƟ �Œɻɻȴ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ
ʿǞƟȣ ʉǞƟ ɠƟȣŒȋʉˈ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ λ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ƁǞȴɻƟȣ ʞɻǩȣǊ �࢙Ǉȴȋƌ
Ɓɫȴɻɻ࢙ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣࡶ ǩȣ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫࡪ ʿƟ ɻǞȴʿ ʉǞŒʉ ǩȣ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋ ʿǩʉǞ ʉǞƟ
cŒʞɻɻǩŒȣ ȣȴǩɻƟ Œȣƌ ʞȣƌƟɫ ǇŒǩɫȋˈ ǊƟȣƟɫŒȋ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴȣ ʉǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ
ɻƟʉ ȴǇ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ λࡪ ʉǞƟ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ ȣȴɫȝ ȴǇ ʉǞƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ȴǇ ʉǞƟ
Ɓɫȴɻɻ࢙ ʻŒȋǩƌŒʉƟƌ �Œɻɻȴ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ǩɻ ʿǩʉǞ ǞǩǊǞ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ŷȴʞȣƌƟƌ Ǉɫȴȝ
ŒŷȴʻƟ ʞɠ ʉȴ Œ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ŷˈ (ɵ log ɛ/Ƞ)ࠉ/ࠈ · logࠏ/ࠎ(ɛȠ)ࡪ ʿǞƟɫƟ ȣ ǩɻ ʉǞƟ ɻŒȝɠȋƟ
ɻǩ˔Ɵ ȴǇ ŒʻŒǩȋŒŷȋƟ ƌŒʉŒࡪ ɛ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡪ Œȣƌ ɻ ǩɻ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ
ȴǇ ȣȴȣ࢙˔Ɵɫȴ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ǩȣ ʉǞƟ ȝȴƌƟȋࡱ üǞʞɻࡪ ʉǞƟ Ɓɫȴɻɻ࢙ʻŒȋǩƌŒʉƟƌ �Œɻɻȴ
ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ ŒƁǞǩƟʻƟɻ ʉǞƟ ǇŒɻʉƟɻʉ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɫŒʉƟ ȴǇ ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ʞɠ ʉȴ Œ ɻȝŒȋȋ
ȋȴǊŒɫǩʉǞȝǩƁ ǇŒƁʉȴɫ logࠏ/ࠎ(ɛȠ).ࢨ

ࡦ cǩʻƟɻ ɻɠŒɫɻǩʉˈ ŷȴʞȣƌ ʞȣƌƟɫ ǊƟȣƟɫŒȋ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ �࢙Ǉȴȋƌ +Ĩ࢙ȋŒɻɻȴ
ƟɻʉǩȝŒʉȴɫ

ࠐࠈ



æŒʉƟ࢙ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴǇ λ Ǉȴɫ ȋŒɻɻȴ

ࡦ `ɫȴȝ #ǩƁȅƟȋ Ɵʉ Œȋࡱ ࡩࢎࠐࠇࠇࠉࢍ

λ = σ · ࠉ
√
ࠉ log(ɛȠ)/Ƞ

ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ ȣƟƟƌɻ ʻŒȋʞƟ Ǉȴɫ σ

ࡦ ´ȣƟ ŒɠɠɫȴŒƁǞࡩ ƟɻʉǩȝŒʉƟ σ ʻǩŒ ǩȣʉǩʉǩŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ Œɫȴʞȣƌ ɻʉŒȣƌŒɫƌ
ƌƟʻǩŒʉǩȴȣ ȴǇ ɻŒȝɠȋƟ ȝƟŒȣ ȴǇࢍ ȴʞʉƁȴȝƟ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡱࢎ ðƟƟࡩ #Ɵȋȋȴȣǩ Œȣƌ
+ǞƟɫȣȴ˔Ǟʞȅȴʻ ࡱࢎࠐࠇࠇࠉࢍ

ࠇࠉ

https://arxiv.org/pdf/1001.0188.pdf
https://arxiv.org/pdf/1001.0188.pdf


æŒʉƟ࢙ȴɠʉǩȝŒȋ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴǇ λ Ǉȴɫ
√
ȈŒɵɵȰ

ࡦ æŒʉƟ࢙ȴɠʉǩȝŒȋ ɠƟȣŒȋʉˈࡩ
√
ࠉ log(ɛȠ)/Ƞ

ࡦ 5ǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴŷǽƟƁʉǩʻƟ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ˈǩƟȋƌɻࡩ ǊȋȴŷŒȋȋˈ ƁȴȣʻƟˇࡪ ɠȴȋˈȣȴȝǩŒȋ ʉǩȝƟࡪ
ʉʞȣǩȣǊ ǇɫƟƟ ɻȴȋʞʉǩȴȣࡱ

ࡦ xƌƟŒȋ Ǉȴɫ ɻƟʉʉǩȣǊɻ ǩȣ ʿǞǩƁǞ Ƞ << ɛࡪ ȴɫ ʿǞƟȣ Ƞ ǩɻ ǇŒǩɫȋˈ ɻȝŒȋȋ ǩȣ ǊƟȣƟɫŒȋࡱ
ࡦ ´ɫǩǊǩȣŒȋ ŒɫʉǩƁȋƟࡩ #Ɵȋȋȴȣǩࡪ +ǞƟɫȣȴ˔Ǟʞȅȴ ࡪ̒ Œȣƌ īŒȣǊ ࢎࠇࠈࠇࠉࢍ

ࠈࠉ

https://www.jstor.org/stable/23076172


ßȴɻʉ࢙ƌȴʞŷȋƟ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ɠɫȴƁƟƌʞɫƟ

üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝࡩ #Ɵȋȋȴȣǩࡪ +ǞƟɫȣȴ˔Ǟʞȅȴ ࡪ̒ Œȣƌ oŒȣɻƟȣ ࢎࠊࠈࠇࠉࢍ
īȴɫȅɻ ǩȣ ȋȴʿ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ɻƟʉʉǩȣǊɻࡪ Œȣƌ ǩȣ ǞǩǊǞ࢙ƌǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʿǩʉǞ
ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ɻɠŒɫɻǩʉˈ ǩȣ Ɓȴȣʉɫȴȋɻࡱ

ࡦ �Œɻɻȴ ˁ Œȣƌ ˀࡱ �ƟƟɠ ˀ ǩǇ ɠŒɻɻƟɻ ʉǞɫƟɻǞȴȋƌࡱ
ࡦ �Œɻɻȴ Ɗ Œȣƌ ˀࡱ �ƟƟɠ ˀ ǩǇ ɠŒɻɻƟɻ ʉǞɫƟɻǞȴȋƌࡱ xǇࢍ Œȣ xĨ ȝȴƌƟȋࡪ ȋŒɻɻȴ ˍ Œȣƌ
ˀ Œɻ ʿƟȋȋࢎࡱ

ࡦ üŒȅǩȣǊ ʞȣǩȴȣ ȴǇ ɻƟȋƟƁʉƟƌ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡪ ɫƟ˨ʉ ƌƟɻǩɫƟƌ ȝȴƌƟȋࡱ ċʉǩȋǩ˔Ɵ
ɻʉŒȣƌŒɫƌ +xɻࡱ

ࠉࠉ

https://academic.oup.com/restud/article/81/2/608/1523757


ðǩȝʞȋŒʉǩȴȣ ɻʉʞƌˈ Ǉɫȴȝ ɻɠŒɫɻƟ ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉǩȴȣ ɠɫȴƁƟɻɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ #Ɵȋȋȴȣǩ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠊࠈࠇࠉࢍ ࠊࠉ



+ȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋɻࡲ

ࡦ �ʞʉǞȴɫɻ ƌƟȝȴȣɻʉɫŒʉƟ ʉǞŒʉ ǩʉ ǩɻ ŒɠɠɫȴɠɫǩŒʉƟ ʉȴ ʞɻƟ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ
ɻʉŒȣƌŒɫƌ Ɵɫɫȴɫɻ ŒǇʉƟɫ ƌȴʞŷȋƟ࢙ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ࡪࡱǊࡱƟࢍ ƁȴȣʻƟȣʉǩȴȣŒȋࡪ
ƁȋʞɻʉƟɫ࢙ɫȴŷʞɻʉࡪ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠࢎ

ࡦ æƟȋŒʉƟƌ ʉȴࡩ ࢧ ʉǞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ȣȴȣ˔Ɵɫȴ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉɻ ǩɻ Œȣ ʞȣŷǩŒɻƟƌ
ƟɻʉǩȝŒʉƟ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟɻ ȴǇ ǇɫƟƟƌȴȝ ȴǇ ʉǞƟ ȋŒɻɻȴࢨ Ŀȴʞࡪ oŒɻʉǩƟࡪ Œȣƌ
üǩŷɻǞǩɫŒȣǩ ࢎࠎࠇࠇࠉࢍ

ࠋࠉ

http://users.stat.umn.edu/~zouxx019/Papers/dflasso.pdf
http://users.stat.umn.edu/~zouxx019/Papers/dflasso.pdf


#ŒˈƟɻǩŒȣ ɻʉɫʞƁʉʞɫŒȋ ʉǩȝƟ ɻƟɫǩƟɻ

ࠌࠉ



#ðüð

ࡦ xȣʉɫȴƌʞƁƟƌ ǩȣ #ɫȴƌƟɫɻƟȣ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠌࠈࠇࠉࢍ
ࡦ ßŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ƟˇʉƟȣɻǩȴȣ ȴǇ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋ ȝƟʉǞȴƌ
ࡦ #ʞǩȋƌɻ #ŒˈƟɻǩŒȣ ɻʉŒʉƟ࢙ɻɠŒƁƟ ȝȴƌƟȋࡪ ʞȣƌƟɫ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻ ȴǇ Ɓȴȝȝȴȣ
ɠŒȣƟȋ࢙ƌŒʉŒ ǇɫŒȝƟʿȴɫȅ

ࡦ ĨŒɫǩŒŷȋƟ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴƁƁʞɫɻ ʻǩŒ ðɠǩȅƟ࢙Œȣƌ࢙ðȋŒŷ ɠƟȣŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ
ࡦ DǇǇƟƁʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋ ɻǩ˔Ɵ ǞŒɻ ŒȣŒȋȴǊʞƟɻ ʉȴ ɻɠŒɫɻǩʉˈ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ǩȣ ȋŒɻɻȴ
ࡦ īƟǩǊǞʉɻ ȴȣ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʉǩȝƟ ɻƟɫǩƟɻࢎ ƌƟʉƟɫȝǩȣƟƌ ŷˈ
ɠɫȴɠȴɫʉǩȴȣ ȴǇ ʉǩȝƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ǩɻ ǩȣƁȋʞƌƟƌ ǩȣ ȝȴƌƟȋ

ࠍࠉ

https://static.googleusercontent.com/media/research.google.com/en//pubs/archive/41854.pdf
https://arxiv.org/pdf/math/0505633.pdf


5ǩǇǇƟɫƟȣƁƟɻ ʿǩʉǞ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ ɻˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋ

ࡦ ࢎ�ȴƌƟȋ࢙ŷŒɻƟƌࢍ ƟˇʉɫŒɠȴȋŒʉǩȴȣ ȴʞʉɻǩƌƟ ȴǇ ƁȴȣʻƟˇ Ǟʞȋȋ ȴǇ ȴʞʉƁȴȝƟ
ࡦ ðǩȝʞȋŒʉǩȴȣ࢙ŷŒɻƟƌ ȝƟʉǞȴƌࡩ ȝȴɫƟ ɻǩȝʞȋŒʉǩȴȣɻࡪ ŷƟʉʉƟɫ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟɻ
ࡦ +ɫƟƌǩŷȋƟ ɠȴɻʉƟɫǩȴɫ࢙ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ ȴȣ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ƁȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋ ǊǩʻƟȣ
ʻŒɫǩŒŷȋƟ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ

ࡦ +Œȣ ǊƟȣƟɫŒʉƟ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ ƟʻƟȣ ǩȣ ŒŷɻƟȣƁƟ ȴǇ Ɓȴȣʉɫȴȋ ɻƟɫǩƟɻࡱ

ࠎࠉ



cɫŒɠǞǩƁŒȋ ȝȴƌƟȋ ȴǇ #ðüð

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ࠏࠉ



DˇŒȝɠȋƟ ࡩࢎࠈࢍ ɻǩȝȋʞŒʉǩȴȣ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ࠐࠉ



DˇŒȝɠȋƟ ࡩࢎࠉࢍ cȴȴǊȋƟ �ƌɻࡪ ƁȋǩƁȅ ƌŒʉŒ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋ ࠇࠊ



+ǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ʿǩʉǞ #ðüð

ࡦ üʞȣǩȣǊ ƟǇǇƟƁʉǩʻƟ ȝȴƌƟȋ ɻǩ˔Ɵ
ࡦ DȋǩƁǩʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ɠɫǩȴɫɻࡲ xȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ #Ɵɫȣȴʞȋȋǩɻ ʿǩʉǞ ʞȣǩǇȴɫȝ ʿƟǩǊǞʉɻࡱ
DȝɠǩɫǩƁŒȋࢍ #ŒˈƟɻࢎࡲ

ࡦ £ȴʉ Œ ɻǩȋʻƟɫࢧ ŷʞȋȋƟʉࡩࢨ ɻʉǩȋȋ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ʉȴ ǩȣǩʉǩŒȋ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ࡦ �Œȣˈ ƌɫŒʿɻ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ǊƟȣƟɫŒʉƟ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋ ɠȴɻʉƟɫǩȴɫ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࠈࠊ



üʿȴ ǊɫƟŒʉ ɠŒƁȅŒǊƟɻ Ǉȴɫ ʉȴƌŒˈࢪɻ ȝƟʉǞȴƌɻ

ࡦ ­�Èࡩ +ǞƟɫȣȴ˔Ǟʞȅȴʻ Ɵʉ Œȋࡱ ࢎࠍࠈࠇࠉࢍ
ࡦ ��ïã�Â,ÈÜ��êࡩ
ǞʉʉɠɻࡷࡷࡩǊȴȴǊȋƟࡱǊǩʉǞʞŷࡱǩȴࡷ+ŒʞɻŒȋxȝɠŒƁʉࡷ+ŒʞɻŒȋxȝɠŒƁʉࡱǞʉȝȋ

ࠉࠊ

https://cran.r-project.org/web/packages/hdm/vignettes/hdm_introduction.pdf
https://google.github.io/CausalImpact/CausalImpact.html


+ŒɻƟɻ ȋǩȅƟࡩ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊࠈ ðʉɫŒʻŒ cȴȴǊȋƟ ʉɫƟȣƌɻ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ȣƟʿɻ

ࠍࠊ

https://www.vox.com/technology/2018/2/1/16945120/strava-data-tracking-privacy-military-bases


xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
ßɫŒƁʉǩƁŒȋ ƁǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ʿǩʉǞ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠎࠈ࢙ࠋࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



ðȴȝƟࢍ ȴǇࢎ ʉȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ 5ǩȣǊࡪ ßࡪࡱ Œȣƌ ĨŒȣƌƟɫīƟƟȋƟࡪ üࡱ ࡱࢎࠍࠈࠇࠉࢍ ˈðƟȣɻǩʉǩʻǩʉࢧ �ȣŒȋˈɻǩɻ īǩʉǞȴʞʉ
�ɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࢨࡱ DɠƟƌƟȝǩȴȋȴǊ ࡱ̍

ࡦ ĳȴʞȣǊࡪ ࡱ� ࡱࢎࠎࠈࠇࠉࢍ ˈȴȣɻǩɻʉƟȣƁ+ࢧ ʿǩʉǞȴʞʉ xȣǇƟɫƟȣƁƟࡩ xȣɻʉɫʞȝƟȣʉŒȋ
ĨŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ ßɫŒƁʉǩƁŒȋ �ɠɠȋǩƁŒʉǩȴȣࢨࡱ īȴɫȅǩȣǊ ßŒɠƟɫࡱ

ࡦ ´ʉǞƟɫɻ ȴȣ ɻˈȋȋŒŷʞɻ

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ üǞƟȝƟ ʉȴƌŒˈࡩ Ɓȴȝȝȴȣ ʿŒˈɻ ʉǞǩȣǊɻ Ǌȴ ʿɫȴȣǊ Œȣƌࢍ ɠɫȴɠȴɻƟƌ
ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ Ǉȴɫ ƌƟŒȋǩȣǊ ʿǩʉǞ ʉǞƟȝࢎ

ࡦ �Œȣˈ ɫƟŒɻȴȣɻ Ǉȴɫ ɻɠʞɫǩȴʞɻ ƟǇǇƟƁʉɻ
ࡦ ðƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ŒȣŒȋˈɻǩɻ Ǉȴɫࢍ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊࢎ
ࡦ üǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴǇ ȝʞȋʉǩɠȋƟ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣɻ࢕Œȣƌ ࢨɠ࢙ǞŒƁȅǩȣǊࢧ
ࡦ üǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴǇ ʿƟŒȅࢧ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉɻࢨ
ࡦ �ƌǽʞɻʉǩȣǊ Ǉȴɫ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ǩȣ ȝŒʉƁǞǩȣǊ Œȣƌ xĨ

ࠋ



ċȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ Œȣƌ
ɻƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ŒȣŒȋˈɻǩɻ

ࠌ



� 5�c Ǉɫȴȝ ŷƟǇȴɫƟ

�
��

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ ĩ Œɻ Œ ࢎȝƟŒɻʞɫŒŷȋƟࢍ ƁȴȣǇȴʞȣƌ

ࡦ �ɻɻʞȝǩȣǊ ʉǞƟ ƌŒʉŒ ǊƟȣƟɫŒʉǩȴȣ ɠɫȴƁƟɻɻ ŒŷȴʻƟࡪ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ ĩ
Œȋȋȴʿɻ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 → Ī ʉȴ ŷƟ ȣȴȣɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁŒȋȋˈ ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵƌࡱ

ࡦ oŒʻǩȣǊ Œ ȝƟŒɻʞɫƟ ȴǇ ĩࡪ ǩȣ ȴʉǞƟɫ ʿȴɫƌɻࡪ ǩɻ ȣƟƁƟɻɻŒɫˈ ʉȴ ɻŒʉǩǇˈ
ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡱ

ࠍ



� 5�c ʿǩʉǞ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ

� �

�

�

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ Ă Œɻ Œȣ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌ

ࠎ



īǞƟȣ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ȝǩɻɻǩȣǊࢎ ƌŒʉŒ ǩɻ ȣȴʉ Œ ɠɫȴŷȋƟȝ

�

�
�

�

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ Ă Œɻ Œȣ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ŷʞʉ ƌȴƟɻȣࢪʉ ƁȴȣǇȴʞȣƌ 3

ࠏ



ðƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ŒȣŒȋˈɻǩɻ

ࡦ xƌƟŒȋȋˈࡩ ŷˈ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ʿȴʞȋƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ɫƟɻʞȋʉɻ ƁǞŒȣǊƟ ǩǇ ȴȣƟ ʿƟɫƟ ʉȴ
Œƌǽʞɻʉ Ǉȴɫ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌɻࡲ ðȴȝƟʉǩȝƟɻ ƁŒȋȋƟƌ ŷǩŒɻࢧ ŒȣŒȋˈɻǩɻࢨ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ƟɠǩƌƟȝǩȴȋȴǊ ࡪ̍ ŷǩȴɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡱࢎ

ࡦ +ɫǩʉǩƁǩɻȝɻࡩ ʉǞƟ ɠɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǩɻ ʞȣʉƟɻʉŒŷȋƟࡪ ɻȴ
ɠƟȴɠȋƟ ȝŒˈ ȝŒˈ Œƌ ǞȴƁ ŒɫǊʞȝƟȣʉɻ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ

ࡦ ßɫŒƁʉǩƁŒȋȋˈࡩ ǩȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡪ Œ Ǌȴȴƌ ǩƌƟŒ ʉȴ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ
ɻƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ȴǇ ˈȴʞɫ ɫƟɻʞȋʉ ʉȴ Œ ɫŒȣǊƟ ȴǇ ɻƁƟȣŒɫǩȴɻ

ࠐ



ðƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ŒȣŒȋˈɻǩɻ

ࡦ xƌƟŒȋȋˈࡩ ŷˈ Ǟȴʿ ȝʞƁǞ ʿȴʞȋƌ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ɫƟɻʞȋʉɻ ƁǞŒȣǊƟ ǩǇ ȴȣƟ ʿƟɫƟ ʉȴ
Œƌǽʞɻʉ Ǉȴɫ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌɻࡲ ðȴȝƟʉǩȝƟɻ ƁŒȋȋƟƌ ŷǩŒɻࢧ ŒȣŒȋˈɻǩɻࢨ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ƟɠǩƌƟȝǩȴȋȴǊ ࡪ̍ ŷǩȴɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡱࢎ

ࡦ +ɫǩʉǩƁǩɻȝɻࡩ ʉǞƟ ɠɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ ǩɻ ʞȣʉƟɻʉŒŷȋƟࡪ ɻȴ
ɠƟȴɠȋƟ ȝŒˈ ȝŒˈ Œƌ ǞȴƁ ŒɫǊʞȝƟȣʉɻ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ

ࡦ ßɫŒƁʉǩƁŒȋȋˈࡩ ǩȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻʉʞƌǩƟɻࡪ Œ Ǌȴȴƌ ǩƌƟŒ ʉȴ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ
ɻƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ȴǇ ˈȴʞɫ ɫƟɻʞȋʉ ʉȴ Œ ɫŒȣǊƟ ȴǇ ɻƁƟȣŒɫǩȴɻ

ࠐ



�ȣ ƟˇŒȝɠȋƟ Ǉȴɫ ƁȴȣɻƟɫʻŒʉǩʻƟ ŷȴʞȣƌɻ

ࡦ üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ 5ǩȣǊ Œȣƌ ĨŒȣƌƟɫīƟƟȋƟ ࡪࠍࠈࠇࠉࢍ ŷʞʉ࢕ࢎࠎࠈࠇࠉ ƁǞŒȣǊǩȣǊ
ȣȴʉŒʉǩȴȣ ɻȋǩǊǞʉȋ ࡪ̍ ʉȴ ŷƟ ƁȴȣɻǩɻʉƟȣʉ ʿǩʉǞ ɫƟɻʉ ȴǇ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟࡱ

ࡦ Ī ǩɻ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟࡪ 3 ǩɻ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ȴǇ ǩȣʉƟɫƟɻʉࡪ ĩ ǩɻ ʉǞƟ ɻƟʉ ȴǇ
ȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌɻࡪ Œȣƌ Ă ŒɫƟ ʉǞƟ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌɻࡱ

ࡦ `ȴɫ ʉǞǩɻ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ʿƟ ʿǩȋȋ ʉǞǩȣȅ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ɫǩɻȅࡩ

ßßȰŶɵƊ,ˁ|ˀ =
B(Ī∗|3 = ,ࠈ ĩ = ˀ)
B(Ī∗|3 = ,ࠇ ĩ = ˀ) =

Øɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠈ ĩ = ˀ)
Øɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠇ ĩ = ˀ)

ࡦ æƟƁŒȋȋ Ǉɫȴȝࢍ ȋƟƁʉʞɫƟ ࢎࠉ ʿƟ ƁŒȣ ƌƟ˨ȣƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ ǩȣ ȝʞȋʉǩɠȋƟ
ʿŒˈɻࡱ

ࠇࠈ

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4820664/
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/28693043


`ʞɫʉǞƟɫ ȣȴʉŒʉǩȴȣ

ࡦ ßß(ʗ, ˁ)ࡩ ȝŒˇǩȝʞȝ ɫǩɻȅ ɫŒʉǩȴ Ǉȴɫ
ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ ƁȴȝɠŒɫǩȣǊ Œȣˈ ࠉ
ƁŒʉƟǊȴɫǩƟɻ ȴǇ ʉǞƟ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ
ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫɻࡪ ʿǩʉǞǩȣ ƟǩʉǞƟɫ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠࡪ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ
ʉǞƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ

ࡦ ßß(Ɗ,ʗ)ࡩ Ǟȴʿ ǩȝŷŒȋŒȣƁƟƌ ʉǞƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Ǌɫȴʞɠɻ ŒɫƟ ǩȣ ʉǞƟ
ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫࡪ Ă

� �

�

�
�������

�������

ࡦ # = ßß(ʗ,ˁ)×ßß(Ɗ,ʗ)
ßß(ʗ,ˁ)+ßß(Ɗ,ʗ)−ࠈ

ࡦ ßß/#ࡩ ȝŒˇǩȝʞȝ Œȝȴʞȣʉ ʉǞƟ ɻƟʉ
ȴǇ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫɻ
Ɓȴʞȋƌ ŒȋʉƟɫ Œȣ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɫǩɻȅ
ɫŒʉǩȴࡪ ßßࡱ oȴȋƌɻ Ǉȴɫ ßß > ࡱࠈ

ࡦ xǇ ßß < ࡪࠈ ʉǞƟ ʻŒȋʞƟ ǩɻ ßß× ࡱ#

ࠈࠈ



�ȴɫƟ ǇȴɫȝŒȋȋˈ

5Ɵ˨ȣƟࡩ

ßß(ʗ, ˁ|3 = (ࠈ =
ȝŒˇȂØɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠈ ĩ = ˀ,Ă = Ȃ)
ȝǩȣȂØɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠈ ĩ = ˀ,Ă = Ȃ)

ßß(ʗ, ˁ|3 = (ࠇ =
ȝŒˇȂØɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠇ ĩ = ˀ,Ă = Ȃ)
ȝǩȣȂØɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠇ ĩ = ˀ,Ă = Ȃ)

ßß(Ɗ,ʗ, Ȃ) =
Øɥ(Ă = Ȃ|3 = ,ࠈ ĩ = ˀ)
Øɥ(Ă = Ȃ|3 = ,ࠇ ĩ = ˀ)

ßß(ʗ, ˁ) = ȝŒˇ
(
ßß(ʗ, ˁ|3 = ,ßß(ʗ,(ࠈ ˁ|3 = (ࠇ

)

ßß(Ɗ,ʗ) = ȝŒˇȂßß(Ɗ,ʗ, Ȃ)

ࠉࠈ



cƟʉʉǩȣǊ ʉȴ ʉɫʞƟ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ɫǩɻȅ

ࡦ xǇ ȅȣȴʿǩȣǊ ĩࡪ Ă ƁŒȣ Ɓȴȣʉɫȴȋ Ǉȴɫ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ Ǉȴɫ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Īࡩ

ßßʉɫʞƟƊ,ˁ|ˀ =

ࠈ−�∑
Ȃ=ࠇ Øɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠈ ĩ = ˀ,Ă = Ȃ) · Øɥ(Ă = Ȃ|ĩ = ˀ)

ࠈ−�∑
Ȃ=ࠇ Øɥ(Ī = 3|ࠈ = ,ࠇ ĩ = ˀ,Ă = Ȃ) · Øɥ(Ă = Ȃ|ĩ = ˀ)

ࡦ üǞƟ ŒʞʉǞȴɫɻ ƌƟȝȴȣɻʉɫŒʉƟࡩ

ßßʂɥʗƝƊ,ˁ ≥ ßßȰŶɵƊ,ˁ

/ ßßƊ,ʗ × ßßʗ,ˁ
ßßƊ,ʗ + ßßʗ,ˁ − ࠈ

ࡦ xȣ ʿȴɫƌɻࡩ ƟʻƟȣ ʿǩʉǞ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊࡪ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ɫƟȋŒʉǩʻƟ ɫǩɻȅ
ȝʞɻʉ ŷƟ Œʉ ȋƟŒɻʉ Œɻ ȋŒɫǊƟ Œɻ ʉǞǩɻ ɧʞŒȣʉǩʉ ࡱ̍

ࠊࠈ



DˇŒȝɠȋƟࡩ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ŷɫƟŒɻʉǇƟƟƌǩȣǊ ȴȣ ǩȣǇŒȣʉ ǞƟŒȋʉǞ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ࢎࠈࢍ

ࡦ ࡩ3 ŷɫƟŒɻʉǇƟƟƌǩȣǊ
ࡦ ĩࡩ ŒǊƟࡪ ŷǩɫʉǞ࢙ʿƟǩǊǞʉࡪ ɻȴƁǩŒȋ ɻʉŒʉʞɻࡪ ȝŒʉƟɫȣŒȋ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ǇŒȝǩȋˈ
ǩȣƁȴȝƟ

ࡦ Īࡩ ǩȣǇŒȣʉ ƌƟŒʉǞ Ǉɫȴȝ ɫƟɻɠǩɫŒʉȴɫˈ ǩȣǇƟƁʉǩȴȣ
ࡦ Ăࡩ ǇŒȝǩȋˈ ɻȝȴȅǩȣǊ

īǩʉǞȴʞʉ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǉȴɫ ǇŒȝǩȋˈ ɻȝȴȅǩȣǊࡪ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ŒɫʉǩƁȋƟ Ǉȴʞȣƌ ʉǞŒʉ
ŷɫƟŒɻʉ࢙ǇƟƟƌǩȣǊ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟƌ ʉȴ Œ ßß = ,x+)ࠐ.ࠊ ࠏ.ࠈ ʉȴ ࡱ(ࠎ.ࠏ
īƟ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉ ǩȣ Ǟȴʿ ɻʉɫȴȣǊȋˈ Œȣ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫ ȝʞɻʉ ŷƟ
ɫƟȋŒʉƟƌࢍ ʉȴ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ ȴʞʉƁȴȝƟࢎ ʉȴ ƟˇɠȋŒǩȣ ŒʿŒˈ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ
ƟɻʉǩȝŒʉƟࡱ

ࠋࠈ

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/2886775


DˇŒȝɠȋƟࡩ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ŷɫƟŒɻʉǇƟƟƌǩȣǊ ȴȣ ǩȣǇŒȣʉ ǞƟŒȋʉǞ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ࢎࠈࢍ

ࡦ ࡩ3 ŷɫƟŒɻʉǇƟƟƌǩȣǊ
ࡦ ĩࡩ ŒǊƟࡪ ŷǩɫʉǞ࢙ʿƟǩǊǞʉࡪ ɻȴƁǩŒȋ ɻʉŒʉʞɻࡪ ȝŒʉƟɫȣŒȋ ƟƌʞƁŒʉǩȴȣࡪ Œȣƌ ǇŒȝǩȋˈ
ǩȣƁȴȝƟ

ࡦ Īࡩ ǩȣǇŒȣʉ ƌƟŒʉǞ Ǉɫȴȝ ɫƟɻɠǩɫŒʉȴɫˈ ǩȣǇƟƁʉǩȴȣ
ࡦ Ăࡩ ǇŒȝǩȋˈ ɻȝȴȅǩȣǊ

īǩʉǞȴʞʉ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ Ǉȴɫ ǇŒȝǩȋˈ ɻȝȴȅǩȣǊࡪ ȴɫǩǊǩȣŒȋ ŒɫʉǩƁȋƟ Ǉȴʞȣƌ ʉǞŒʉ
ŷɫƟŒɻʉ࢙ǇƟƟƌǩȣǊ ƁȴȣʉɫǩŷʞʉƟƌ ʉȴ Œ ßß = ,x+)ࠐ.ࠊ ࠏ.ࠈ ʉȴ ࡱ(ࠎ.ࠏ
īƟ ŒɫƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉ ǩȣ Ǟȴʿ ɻʉɫȴȣǊȋˈ Œȣ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫ ȝʞɻʉ ŷƟ
ɫƟȋŒʉƟƌࢍ ʉȴ ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ ȴʞʉƁȴȝƟࢎ ʉȴ ƟˇɠȋŒǩȣ ŒʿŒˈ Œȣ ƟǇǇƟƁʉ
ƟɻʉǩȝŒʉƟࡱ

ࠋࠈ

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/2886775


DˇŒȝɠȋƟࡩ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ ŷɫƟŒɻʉǇƟƟƌǩȣǊ ȴȣ ǩȣǇŒȣʉ ǞƟŒȋʉǞ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ࢎࠉࢍ

ðʞɠɠȴɻƟࡩ

ࡦ ßßʗ,ˁ = ࡩࠋ ȝŒˇǩȝʞȝ ɫŒʉǩȴ ŷˈ ʿǞǩƁǞ ɻȝȴȅǩȣǊ Ɓȴʞȋƌ ǩȣƁɫƟŒɻƟ
ɫƟɻɠǩɫŒʉȴɫˈ ƌƟŒʉǞ

ࡦ ßßƊ,ʗ = ࡩࠉ ȝŒˇ ŷˈ ʿǞǩƁǞ ɻȝȴȅǩȣǊ ƌǩǇǇƟɫƟƌ ŷˈ ŷɫƟŒɻʉǇƟƟƌǩȣǊ ɻʉŒʉʞɻ

üǞǩɻ ȋƟŒƌɻ ʉȴ Œ ŷǩŒɻ ǇŒƁʉȴɫࡩ

# =
ßßʗ,ˁ × ßßƊ,ʗ

ßßʗ,ˁ + ßßƊ,ʗ − ࠈ
= ×ࠋ +ࠋ)/ࠉ −ࠉ (ࠈ
= ࠍ.ࠈ

ࡪ∴ ƌǩʻǩƌǩȣǊ ß̂ß Œȣƌ ǩʉɻ +x ŷˈ ࠍࡱࠈ ǩɻ ǩȣɻʞǇ˨ƁǩƟȣʉ ʉȴ ȴʻƟɫʉʞɫȣ ʉǞƟ ɫƟɻʞȋʉࡩ
ß̂ß# = ࡪࠊࠋ.ࠉ Œȣƌ *u# = ,ࠈ.ࠈ) ࡱ(ࠋ.ࠌ

ࠌࠈ



üǞƟ D࢙ʻŒȋʞƟ

ࡦ üǞƟࢧ D࢙ʻŒȋʞƟ ǩɻ ʉǞƟ ȝǩȣǩȝʞȝ ɻʉɫƟȣǊʉǞ ȴǇ ŒɻɻȴƁǩŒʉǩȴȣࡪ ȴȣ ʉǞƟ ɫǩɻȅ ɫŒʉǩȴ
ɻƁŒȋƟࡪ ʉǞŒʉ Œȣ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫ ʿȴʞȋƌ ȣƟƟƌ ʉȴ ǞŒʻƟ ʿǩʉǞ ŷȴʉǞ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ ȴʞʉƁȴȝƟࡪ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ ʉǞƟ ȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻࡪ
ʉȴ Ǉʞȋȋˈ ƟˇɠȋŒǩȣ ŒʿŒˈ Œ ɻɠƟƁǩ˨Ɓ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ࢖ȴʞʉƁȴȝƟ ŒɻɻȴƁǩŒʉǩȴȣࢨࡱ

ࡦ üŒȅƟȣ Ǉɫȴȝ 5ǩȣǊ Œȣƌ ĨŒȣƌƟɫīƟƟȋƟ ࢎࠎࠈࠇࠉࢍ

B = ßß
√
ßß× (ßß− (ࠈ

ࠍࠈ

https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/28693043


+ȴȝɠʞʉŒʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ D࢙ʻŒȋʞƟ

ࡦ ĨƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟࡩ B = ࠐ.ࠊ
√
×ࠐ.ࠊ −ࠐ.ࠊ) (ࠈ

ࡦ xȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ üǞƟࢧ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɫǩɻȅ ɫŒʉǩȴ ȴǇ ࠐࡱࠊ Ɓȴʞȋƌ ŷƟ ƟˇɠȋŒǩȣƟƌ
ŒʿŒˈ ŷˈ Œȣ ʞȣȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫ ʉǞŒʉ ʿŒɻ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ŷȴʉǞ
ʉǞƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ ŷˈ Œ ɫǩɻȅ ɫŒʉǩȴ ȴǇ Ǉȴȋƌ࢙ࠉࡱࠎ ƟŒƁǞࡪ ŒŷȴʻƟ
Œȣƌ ŷƟˈȴȣƌ ʉǞƟ ȝƟŒɻʞɫƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟɫɻࡪ ŷʞʉ ʿƟŒȅƟɫ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊ
Ɓȴʞȋƌ ȣȴʉ ƌȴ ɻȴࢨࡱ

ࡦ ðʞǊǊƟɻʉǩȴȣࡩ ǩȣ ȝŒȣˈ ƁŒɻƟɻࡪ ɻǩȝɠȋƟ ʉȴ ɫƟɠȴɫʉ ʉǞǩɻ ʻŒȋʞƟ Œɻ Œ ǊƟȣƟɫŒȋ
ɻƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫ ǩȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻƟʉʉǩȣǊɻ

ࠎࠈ



�ȴɫƟ ȴȣ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋ DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ࠏࠈ



�ȴɫƟ ȴȣ ƁŒȋƁʞȋŒʉǩȴȣ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠌ ðƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ǊǩʻƟȣ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ʻŒȋʞƟɻ ȴǇ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ßß ࠐࠈ



DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ ɠŒɠƟɫ ࢎࠈࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠍ DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ࠇࠉ



DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ Ǉɫȴȝ ɠŒɠƟɫ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠎ DˇʉƟȣɻǩȴȣɻ Ǉȴɫ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ ȴʞʉƁȴȝƟɻ

ࠈࠉ



�ʞȋʉǩɠȋƟ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣɻ

ࠉࠉ



xǇ ˈȴʞ ʉƟɻʉ ȝŒȣˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻࡪ ˈȴʞࢪȋȋ ˨ȣƌ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ

ࡦ #ǩǊ ɠɫȴŷȋƟȝ ǩȣ ŷǩǊࢧ ƌŒʉŒࢧࡷࢨƌŒʉŒ ȝǩȣǩȣǊࢨ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠏ

ࠊࠉ



�Ɵȋȋˈ ŷƟŒȣɻ Œȣƌࢍ ȝȴɫƟ ȝƟȝƟɻࢎ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠐ ࠋࠉ



�Ɵȋȋˈ ŷƟŒȣɻ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠇࠈ ࠌࠉ



�Ɵȋȋˈ ŷƟŒȣɻ ࢎࠊࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈࠈ ࠍࠉ



�Ɵȋȋˈ ŷƟŒȣɻ ࢎࠋࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉࠈ ࠎࠉ



üˈɠƟ xࡷxx Ɵɫɫȴɫɻ

ࡦ üˈɠƟ xࡩ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ǇŒȋɻƟȋˈ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Œȣ ƟǇǇƟƁʉࢧ Ɵˇǩɻʉɻࢨ ʿǞƟȣ ǩʉ
ƌȴƟɻȣࢪʉ

ࡦ üˈɠƟ xxࡩ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ǇŒȋɻƟȋˈ ŒɻɻʞȝǩȣǊ Œȣ ƟǇǇƟƁʉࢧ ƌȴƟɻȣࢪʉ Ɵˇǩɻʉࢨ ʿǞƟȣ
ǩʉ ƌȴƟɻ

ࡦ æƟȋŒʉƟƌࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ǩƌƟȣʉǩƁŒȋࡪ ʉȴ ƌǩɻƁʞɻɻǩȴȣɻ ȴǇ ɠɫƟƁǩɻǩȴȣࡷɫƟƁŒȋȋ ǩȣ +ð
ȋǩʉƟɫŒʉʞɫƟɻ

ࠏࠉ



5ƟȝȴȣɻʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣ æ

Éϡ­āÜ и ΅΀΀
É и ΁΀΀

ã­�ß�ϡãÜïß°Ðïã и §ïÉ�ê°ÐÉϬÉϔÉϡ­āÜϭϨ
Ðïê и ß�ÜÂ°��ê�ϬÉϡ­āÜϔêϙê�ãêϬßÉÐßÈϬÉϭϔßÉÐßÈϬÉϭϭϭ
Üϙú�Âã и ïÉÂ°ãêϬÐïêϪßÐûÉ�È�ãϬÐïêϭииЋÜϙú�Âï�Ћϔϫϭ
ãïÈϬãÐßêϬÜϙú�Âãϭу΀ϙ΀΅ϭϟÉϡ­āÜ
ϩ

ã­�ß�ã и ß�ÜÂ°��ê�Ϭ΁΀΀΀ϔã­�ß�ϡãÜïß°ÐïãϬÉϔÉϡ­āÜϭϭ

ࠐࠉ



5ƟȝȴȣɻʉɫŒʉǩȴȣ ǩȣ æࡩ ɫƟɻʞȋʉɻ

­°ãêϬã­�ß�ãϔ È�°ÉиЋ#ß�Þï�É�ā Ð§ §�Âã� ÜÐã°ê°ú�ã °É ã°ÈïÂ�ê�� ��ê�Ћϭ
Frequency of false positives in simulated data

shares
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y
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ࡦ £ȴʉǩƁƟࡩ ʉǞƟ ʉɫʞƟ ȣʞȝŷƟɫ ȴǇ ǇŒȋɻƟ ɠȴɻǩʉǩʻƟɻ ǩɻ Œ ɫŒȣƌȴȝ ɧʞŒȣʉǩʉ ࡪ̍ ɻȴ
ȴʞɫ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣɻ ȴȣȋˈ ʿȴɫȅ ǩȣ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣࡱ

ࠇࠊ



#ȴȣǇƟɫɫȴȣǩ ʉƟɻʉ

ࡦ ĨƟɫˈ ɻǩȝɠȋƟࡪ ƁȴȣɻƟɫʻŒʉǩʻƟ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ ŷʞʉࢍ ŒɫǊʞŒŷȋˈ ʂȰȰ ƀȰȠɵƝɥʴŒʂǦʴƝ
ǩȣ ɻȴȝƟ ƁȴȣʉƟˇʉɻࡪ ƟࡱǊࡪࡱ oȴȋȝ࢙#ȴȣǇƟɫɫȴȣǩࢎ

ࡦ cǩʻƟȣ Ț ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ǞˈɠȴʉǞƟɻƟɻࡩ
ࡦ æƟ࢙ɻƁŒȋƟ ƁɫǩʉǩƁŒȋ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ɛ−ʻŒȋʞƟ ʉȴ −ࠈ α/Ț
ࡦ �ȋɻȴ ʻŒȋǩƌ Ǉȴɫ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ

ࡦ �ɻ Œ ǊƟȣƟɫŒȋ ɫʞȋƟࡩ ࢨʿƟŒȅƟɫࢧ ƟǇǇƟƁʉɻ ǩȣࢍ ʉƟɫȝɻ ȴǇ ɫŒʉǩȴ ȴǇ ƟǇǇƟƁʉ ʉȴ
ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ Ɵɫɫȴɫࡪࢎ ȣȴʉ ȝŒǊȣǩʉǩʞƌƟ ȴǇ ɠȴǩȣʉ ƟɻʉǩȝŒʉƟࡪ ŒɫƟ ȝȴɫƟ ȋǩȅƟȋˈ ʉȴ
ŷƟ ȴʻƟɫʉʞɫȣƟƌ ŷˈ #ȴȣǇƟɫɫȴȣǩ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣɻࡱ

+ȴȝȝȴȣ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ Ǉȴɫ ƁȴȣʉɫȴȋȋǩȣǊ ʉǞƟ ǇŒȝǩȋˈ࢙ʿǩɻƟ Ɵɫɫȴɫ ɫŒʉƟ ࡱࢎīDæ`ࢍ

ࠈࠊ



+ȴȣɻǩƌƟɫ ȋŒɻʉ oīࡩ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ üɫʞȝɠࢪɻ ƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ɻʉȴƁȅɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊࠈ �ǊǊɫƟǊŒʉƟ æ55 ɫƟɻɠȴȣɻƟ ࠉࠊ



DǇǇƟƁʉ ȴǇ üɫʞȝɠࢪɻ ƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ɻʉȴƁȅɻ ࢎࠉࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋࠈ ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ɻǩǊȣǩ˨ƁŒȣƁƟ ŷˈ æ55 ȝȴƌƟȋ ࠊࠊ



DǇǇƟƁʉ ȴǇ üɫʞȝɠࢪɻ ƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ɻʉȴƁȅɻ ࢎࠊࢍ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠌࠈ DǇǇƟƁʉɻ ŷˈ üð£D ɠɫȴǽƟƁʉǩȴȣ ࠋࠊ



´ʉǞƟɫ ƟɫɫȴɫɻࡷƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣɻࡩ

ࡦ üˈɠƟ ð Œȣƌ � Ɵɫɫȴɫɻࡱ ðƟƟࡪ ƟࡱǊࡪࡱ cƟȋȝŒȣ Œȣƌ +Œɫȋǩȣ ࢎࠋࠈࠇࠉࢍ
ࡦ üˈɠƟ ðࡩ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ȴǇ ƟɻʉǩȝŒʉǩȣǊ ʉǞƟ ʿɫȴȣǊ ɻǩǊȣ ȴǇ ʉǞƟ ƟǇǇƟƁʉ
ࡦ üˈɠƟ ࡩ� ƟˇŒǊǊƟɫŒʉǩȴȣࢧ ɫŒʉǩȴ࢕ࢨƟˇɠƟƁʉƟƌ ƌƟǊɫƟƟ ȴǇ ƟǇǇƟƁʉ ƟˇŒǊǊƟɫŒʉǩȴȣ
ǊǩʻƟȣ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ

ࡦ �ʞȋʉǩɠȋƟ ɠŒǩɫʿǩɻƟ ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣɻࡩ üʞȅƟˈ ȝʞȋʉǩɠȋƟ࢙ʉƟɻʉǩȣǊ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉࡱ
xȝɠȴɫʉŒȣʉ ǩȣ ȝŒȣˈ ƁŒɻƟɻ ǩȣ ʿǞǩƁǞ ȴȣƟ ȝŒˈ ŷƟ ǩȣʉƟɫƟɻʉƟƌ ǩȣ
ƁȴȝɠŒɫǩȣǊ Œȋȋ ʞȣǩʉɻࡷࢪǊɫȴʞɠɻࢪ ƟɻʉǩȝŒʉƟƌ ȝƟŒȣɻ ȴɫࢍ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻࡱࢎ

ࠌࠊ

http://www.stat.columbia.edu/~gelman/research/published/retropower20.pdf
http://faculty.wwu.edu/jmcl/Biostat/mm.tukey


+ȴȝȝȴȣ ɠɫȴŷȋƟȝɻ ǩȣ xĨ Œȣƌ
ȝŒʉƁǞǩȣǊ

ࠍࠊ



īƟŒȅࢧ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉɻࢨ ǩȣ xĨ

ࡦ æƟƁƟȣʉ ɠŒɠƟɫ ŷˈ ĳȴʞȣǊ ࡪࢎࠎࠈࠇࠉࢍ ȴȣ ɻˈȋȋŒŷʞɻ
ࡦ æƟ࢙ɫƟɠȋǩƁŒʉǩȴȣ ȴǇ ƌȴ˔Ɵȣɻ ȴǇ xĨࡷð�ðࠉ ȝȴƌƟȋɻ ǩȣ ʉȴɠ ƟƁȴȣȴȝǩƁɻ
ǽȴʞɫȣŒȋɻ ǩȣࢍ ɠɫǩȝŒɫǩȋˈ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋ ɻƟʉʉǩȣǊɻࢎ

ࡦ �ʞʉǞȴɫ ɻǞȴʿɻ ɻƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ˨ɫɻʉ࢙ɻʉŒǊƟ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ȝȴƌƟȋɻࡱ xȣ ȝŒȣˈ
ƁŒɻƟɻࡪ ƁŒʞɻŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ ɠɫȴƌʞƁƟƌ ŷˈ ð�ðࠉ ȣȴʉ ȝƟŒȣǩȣǊǇʞȋȋˈ ƌǩǇǇƟɫƟȣʉ
Ǉɫȴȝ ʿǞŒʉ ȴŷʉŒǩȣƟƌ ǩȣ ´�ðࡱ

ࡦ #ʞǩȋƌɻ ȴȣ ŷǩǊ ȋǩʉƟɫŒʉʞɫƟ ȴȣ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴǇ ʿƟŒȅࢧ ǩȣɻʉɫʞȝƟȣʉɻࡩࢨ ƟࡱǊࡪࡱ
+ǞƟɫȣȴ˔Ǟʞȅȴʻ Œȣƌ oŒȣɻƟȣ ࢎࠏࠇࠇࠉࢍ

ࠎࠊ

http://personal.lse.ac.uk/YoungA/ConsistencyWithoutInference.pdf
https://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=937943


ċȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈ ǩȣ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȝƟʉǞȴƌɻ

ࡦ �ŷŒƌǩƟ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࡩࢎࠍࠇࠇࠉࢍ ǩȣ ǊƟȣƟɫŒȋࡪ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ƟɻʉǩȝŒʉȴɫɻ ȣȴʉ
√
 

ƁȴȣɻǩɻʉƟȣʉࡶ ɠɫȴɠȴɻƟ ŒɻˈȝɠʉȴʉǩƁ ɻʉŒȣƌŒɫƌ Ɵɫɫȴɫ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ
ǩȝɠȋƟȝƟȣʉŒʉǩȴȣࢍ ǩȣ A�ê�­°É¨ ɠŒƁȅŒǊƟࢎ

ࡦ �ŷŒƌǩƟ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࡩࢎࠏࠇࠇࠉࢍ ȣŒǩʻƟ ŷȴȴʉɻɫŒɠ ɫƟɠƟŒʉƟƌ࢙ɫƟɻŒȝɠȋǩȣǊࢍ
ʞȣǩʉɻ ʿǩʉǞ ƟɧʞŒȋ ʿƟǩǊǞʉɻࢎ ǇŒǩȋɻ ʉȴ ǊǩʻƟ ʻŒȋǩƌ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋɻ

ࡦ �ŷŒƌǩƟ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࡩࢎࠈࠈࠇࠉࢍ ŷǩŒɻ ƁȴɫɫƟƁʉǩȴȣ ȝƟʉǞȴƌ ŷŒɻƟƌ ȴȣ
ȣȴȣɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ʉƟƁǞȣǩɧʞƟɻ

ࡦ ´ʉɻʞ Œȣƌ æŒǩ ࡩࢎࠏࠈࠇࠉࢍ ʻŒȋǩƌ ʿƟǩǊǞʉɻ Ǉȴɫ ŷȴȴʉɻʉɫŒɠɠƟƌ Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ
ǩȣʉƟɫʻŒȋɻ

ࠏࠊ

https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.1468-0262.2006.00655.x
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.3982/ECTA6474
https://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1198/jbes.2009.07333
https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/01621459.2016.1231613


xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
xȣǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ƁŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞɻ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠋࠉ࢙ࠋࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



ðȴȝƟࢍ ȴǇࢎ ʉȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

�ī �ȴɫǊŒȣࡪ ðࡪࡱ Œȣƌ īǩȣɻǞǩɠࡪ ࡱ+ ࡱࢎࠋࠈࠇࠉࢍ +ȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋɻ Œȣƌ +ŒʞɻŒȋ
xȣǇƟɫƟȣƁƟࡩ �ƟʉǞȴƌɻ Œȣƌ ßɫǩȣƁǩɠȋƟɻ Ǉȴɫ ðȴƁǩŒȋ æƟɻƟŒɫƁǞࡪ ȣƌࠉ Dƌǩʉǩȴȣࡱ
+ŒȝŷɫǩƌǊƟࡱ

ßc� ßƟŒɫȋࡪ cȋˈȝȴʞɫࡪ Œȣƌ �ƟʿƟȋȋ ࡱࢎࠍࠈࠇࠉࢍ +ŒʞɻŒȋ xȣǇƟɫƟȣƁƟ ǩȣ ðʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡩ �
ßɫǩȝƟɫࡱ

ß� ßƟŒɫȋࡪ �ȴǞŒȣ ࡱࢎࠉࠈࠇࠉࢍ cɫŒɠǞǩƁŒȋ ȝȴƌƟȋɻ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉƟ ǊɫŒɠǞǩƁŒȋ ȝȴƌƟȋɻ Ǉȴɫ ȣȴȣ࢙ɠŒɫŒȝƟʉɫǩƁ ƁŒʞɻŒȋ ǩƌƟȣʉǩ˨ƁŒʉǩȴȣ
ࡦ oŒȣƌɻ࢙ȴȣ ɠɫŒƁʉǩƁƟ Ǉȴɫ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉǩȣǊ ɻʞƁǞ ȝȴƌƟȋɻ
ࡦ #ŒƁȅƌȴȴɫࡪ Œȣƌ Ǉɫȴȣʉƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩŒ
ࡦ �ǩȣǩȝŒȋ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ ɻƟʉɻ

ࠋ



+ŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞɻ

ࠌ



cɫŒɠǞɻࡲ

ࡦ � ǽȴǩȣʉ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ = ǅ (ˀࠈ, ..., ˀȠ) ŒȋʿŒˈɻ ǞŒɻ ʉǞƟ
ǇŒƁʉȴɫǩ˔Œʉǩȴȣ

ǅ (ˀࠈ, ..., ˀȠ) =
∏

Ǻ
ǅ

(
ˀǺ|ˀࠈ, ..., ˀǺ−ࠈ

)

ࡦ `ȴɫ Œȣˈ ɠŒǩɫ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ˀǦ Œȣƌ ˀǺ Ǧࢍ < Ǻࡪࢎ ʿƟ ƌɫŒʿ Œȣ ŒɫƁ Ǉɫȴȝ ˀǦ ʉȴ ˀǺ ǩǇ
ǅ

(
ˀǺ|ˀࠈ, ..., ˀǺ−ࠈ

)
ŒƁʉʞŒȋȋˈ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ ˀǦࡱ

ࡦ īǩʉǞȴʞʉ Œȣˈ ɫƟɻʉɫǩƁʉǩȴȣࡪ ʿƟ ǊƟʉ Œ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ࢨʉɫǩŒȣǊʞȋŒɫࢧ
ɻʉɫʞƁʉʞɫƟ ʿǞƟɫƟ ˀǦ → ˀǺ ʿǞƟȣƟʻƟɫ Ǧ < Ǻࡱ

ࡦ #ʞʉ ǩȣ ȝŒȣˈ ȴʉǞƟɫ ƁŒɻƟɻ ȋǩȅƟࢍ ȴʞɫ ɠɫƟʻǩȴʞɻ ƟˇŒȝɠȋƟɻࡪࢎ ƁŒȣ ƌȴ ȝʞƁǞ
ŷƟʉʉƟɫࡱ

ࡦ £ȴʉƟࡩ ʉǞƟ ƁȴȣɻʉɫʞƁʉǩȴȣ ǩɻ ȣȴʉ ʞȣǩɧʞƟࡪ Œȣƌ ƌƟɠƟȣƌɻ ȴȣ ʉǞƟ ȴɫƌƟɫǩȣǊ
ȴǇ ʉǞƟ ǩȣƌǩƁƟɻࡱ +ȋƟŒɫȋ ࡪ̍ ɻȴȝƟ ŒɫƟ ࢨŷƟʉʉƟɫࢧ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǩȣƌʞƁƟ ȝȴɫƟ ɻɠŒɫɻǩʉˈࢎ
ʉǞŒȣ ȴʉǞƟɫɻࡱ

ࠍ



5ǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞɻࡩ ŷŒɻǩƁ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣɻ

ࡦ üǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻ ŒɫƟ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ŷˈ Œ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞࡱ
ࡦ £ȴƌƟɻ ŒɫƟ ɫŒȣƌȴȝ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ࡦ 5ǩɫƟƁʉƟƌ ƟƌǊƟɻࡩ ɻǩȣǊȋƟ࢙ǞƟŒƌƟƌ Œɫɫȴʿɻࡱ ĩ→ Ī ȝƟŒȣɻ ȋȴȴɻƟȋˈ ࡱɫ̒ࢧ ࡱ ĩ
ǞŒɻ Œ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ɫ̒ࡱ ࡱ Īࡱࢨ ßɫƟƁǩɻƟ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣ ȋŒʉƟɫࡱ

ࡦ ĨȴƁŒŷʞȋŒɫˈࡩ ɠŒʉǞࡶ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ɠŒʉǞࡶ ƌƟɻƁƟȣƌŒȣʉࡶ ɠŒɫƟȣʉࡶ ƁǞǩȋƌࡱ

ࠎ



5ǩɫƟƁʉƟƌ ŒƁˈƁȋǩƁ ǊɫŒɠǞɻ

ࡦ +ˈƁȋƟɻऩŒ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ Œ ȣȴƌƟ ʉȴ ǩʉɻƟȋǇ
ࡦ 5ǩɫƟƁʉƟƌ ŒƁˈƁȋǩƁ ǊɫŒɠǞɻऩƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞȴʞʉ Œ ƁˈƁȋƟࡱ
ࡦ üǞʞɻࡪ ʿƟ ɫʞȋƟ ȴʞʉ ɻǩȝʞȋʉŒȣƟȴʞɻ ƁŒʞɻŒʉǩȴȣࡩ xࢧ ȋǩȅƟ ˈȴʞ ŷƟƁŒʞɻƟ ˈȴʞ
ȋǩȅƟ ȝƟࡱࢨ

ࡦ ßɫȴɠƟɫʉˈࡩ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ŒȋʿŒˈɻ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȣȴƌƟ ʿǩʉǞȴʞʉ Œ ɠŒɫƟȣʉࡱ

�
�

�

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ � ƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ ʿǩʉǞ Œ ƁˈƁȋƟ

ࠏ



�ŒʉƟȣʉ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ

ࡦ üʿȴ ʉˈɠƟɻ ȴǇ ȣȴƌƟɻࡩ ɻȴȋǩƌ ƁǩɫƁȋƟ • ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɫŒȣƌȴȝ
ʻŒɫǩŒŷȋƟࡪ ʿǞǩȋƟ Ǟȴȋȋȴʿ ƁǩɫƁȋƟ ◦ ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ȋŒʉƟȣʉ ࢎʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌࢍ ɫŒȣƌȴȝ
ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࡦ ðǞȴɫʉǞŒȣƌࡩ Œ ƁʞɫʻƟƌ ƌŒɻǞƟƌ ŷǩƌǩɫƟƁʉƟƌ ƟƌǊƟɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉʿȴ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ
ǩȣƌǩƁŒʉƟɻ ʉǞŒʉ ʉǞȴɻƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǞŒʻƟ Œ Ɓȴȝȝȴȣ ȋŒʉƟȣʉ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ŒȝȴȣǊ
ʉǞƟǩɫ ŒȣƁƟɻʉȴɫɻࡱ �ɻ ǩȣ ʉǞƟ ŷƟȋȴʿ ƟˇŒȝɠȋƟ Ǉɫȴȝ ࡱࢂ�īࢁ

ࠐ



5�cɻ ʿǩʉǞ ʉǞɫƟƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ

ࡦ īǩʉǞ ʉǞɫƟƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ ʉǞɫƟƟ ɠȴɻɻǩŷǩȋǩʉǩƟɻࡩ
ࡱࠈ �ƟƌǩŒʉǩȴȣ ࡷ ƁǞŒǩȣࡩ Œ→ Ŷ→ ƀࡩ

ƟࡱǊࡪࡱ ǅ (Œ,Ŷ, ƀ) = ǅ (Œ) ǅ (Ŷ|Œ) ǅ (ƀ|Ŷ)

ࡱࠉ �ʞʉʞŒȋ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ࡷ Ǉȴɫȅࡩ Œ← ƀ→ Ŷࡩ

ƟࡱǊࡪࡱ ǅ (Œ,Ŷ, ƀ) = ǅ (ƀ) ǅ (Œ|ƀ) ǅ (Ŷ|ƀ)

ࡱࠊ �ʞʉʞŒȋ ƁŒʞɻŒʉǩȴȣ ࡷ ƁȴȋȋǩƌƟɫࡩ Œ→ ƀ← Ŷࡩ

ƟࡱǊࡪࡱ ǅ (Œ,Ŷ, ƀ) = ǅ (Œ) ǅ (Ŷ) ǅ (ƀ|Œ,Ŷ)

ࠇࠈ



5�cɻࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ Ǉȴʞȣƌ ǩȣ
ࡩࢂ�ßࢁ ðƟŒɻȴȣ ǩɻ ƌɫˈ ȴɫ ʿƟʉࡱ ðɠɫǩȣȅƟɫ ǩɻ ȴȣ ȴɫ
ȴǇǇࡪ ƟʉƁࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ
ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŒŷȴʻƟࡲ

ࡦ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ) =
Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ) .

ࠈࠈ



5�cɻࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ Ǉȴʞȣƌ ǩȣ
ࡩࢂ�ßࢁ ðƟŒɻȴȣ ǩɻ ƌɫˈ ȴɫ ʿƟʉࡱ ðɠɫǩȣȅƟɫ ǩɻ ȴȣ ȴɫ
ȴǇǇࡪ ƟʉƁࡱ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ƌǩɻʉɫǩŷʞʉǩȴȣ
ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŒŷȴʻƟࡲ

ࡦ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ) =
Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ) .

ࠈࠈ



#ȋȴƁȅǩȣǊ

ࡦ üʿȴ ɻƟʉɻ ĩ Œȣƌ Ī ŒɫƟ ŷȋȴƁȅƟƌ ȴɫࢍ ƌ࢙ɻƟɠŒɫŒʉƟƌࢎ ŷˈ Ķ ǩǇ Œȣƌ ȴȣȋˈ ǩǇ Ķ
ŷȋȴƁȅɻ ƟʻƟɫˈ ɠŒʉǞ ŷƟʉʿƟƟȣ ĩ Œȣƌ Īࡱ 5ƟȣȴʉƟƌ ĩ ⊥ Ī|Ķࡱ

ࡦ Ķ ŷȋȴƁȅɻ Œ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ Œ ʉȴ Ŷ ǩǇࡩ
ࡦ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ƀ ∈ Ķ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ɠŒʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣɻ ƁǞŒǩȣ Œ→ ƀ→ Ŷ ȴɫ Ǉȴɫȅࡩ
Œ← ƀ→ Ŷࡶ ȴɫ

ࡦ ɠŒʉǞ ƁȴȣʉŒǩȣɻ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫࡩ Œ→ ƀ← Ŷ ɻʞƁǞ ʉǞŒʉ ƀ ǩɻ ȣȴʉ ǩȣ Ķ Œȣƌ ȣƟǩʉǞƟɫ
ŒɫƟ ʉǞƟ ƌƟɻƁƟȣƌŒȣʉɻ ȴǇ ƀ

ࠉࠈ



#ȋȴƁȅǩȣǊࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠈ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ðȴʞɫƁƟࡩ ࡱࢂ�ßࢁ

ࡦ ĩࠈ⊥ĩࠋ|ĩࠉ, ĩࡶࠊ ĩࠊ ⊥ ĩࠌ|ĩࡶࠋ ĩࠈ⊥ĩࠌ|ĩࠋ

ࡦ ĩࠊ⊥ĩࠉ|ĩࠈ

ࠊࠈ



#ȋȴƁȅǩȣǊࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠈ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ðȴʞɫƁƟࡩ ࡱࢂ�ßࢁ

ࡦ ĩࠈ⊥ĩࠋ|ĩࠉ, ĩࡶࠊ ĩࠊ ⊥ ĩࠌ|ĩࡶࠋ ĩࠈ⊥ĩࠌ|ĩࠋ
ࡦ ĩࠊ⊥ĩࠉ|ĩࠈ

ࠊࠈ



#ȋȴƁȅǩȣǊࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠉ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ðȴʞɫƁƟࡩ ࡱࢂ�ßࢁ

ࡦ xȣ ࡪࢎŒࢍ ĩ⊥Ī

ࡦ xȣ ࢎŷࢍ ĩ⊥Ī ƌȴƟɻ ȣȴʉ Ǟȴȋƌ

ࠋࠈ



#ȋȴƁȅǩȣǊࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠉ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ðȴʞɫƁƟࡩ ࡱࢂ�ßࢁ

ࡦ xȣ ࡪࢎŒࢍ ĩ⊥Ī
ࡦ xȣ ࢎŷࢍ ĩ⊥Ī ƌȴƟɻ ȣȴʉ Ǟȴȋƌ

ࠋࠈ



ßƟŒɫȋࢪɻ ƌȴ ȴɠƟɫŒʉȴɫ ࢎࠈࢍ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ
ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ȴŷɻƟɫʻƟ
ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡲ

ࡦ īǞŒʉ ǩɻ ʉǞƟ ɠɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ
ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ƟȣɻʞɫƟ
ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡲ

ࠌࠈ



ßƟŒɫȋࢪɻ ƌȴ ȴɠƟɫŒʉȴɫ ࢎࠉࢍ

ࡦ æƟƁŒȋȋ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ) = Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)ࡱ

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ȴŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡩ

Pr (ˀࠌ|ˀࠊ) =
∑
ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)∑
ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ,ˀࠌ Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ƟȣɻʞɫƟ ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡩ
ɫƟɠȋŒƁƟ Ø (ˀࠊ|ˀࠈ) ŷˈ ȴȣƟ ǩȣ ʉǞƟ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ)

Pr (ˀࠌ|ƊȰ (ˀࠊ)) =
∑

ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ
Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)

ࠍࠈ



ßƟŒɫȋࢪɻ ƌȴ ȴɠƟɫŒʉȴɫ ࢎࠉࢍ

ࡦ æƟƁŒȋȋ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ) = Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)ࡱ
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ȴŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡩ

Pr (ˀࠌ|ˀࠊ) =
∑
ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)∑
ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ,ˀࠌ Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ƟȣɻʞɫƟ ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡩ
ɫƟɠȋŒƁƟ Ø (ˀࠊ|ˀࠈ) ŷˈ ȴȣƟ ǩȣ ʉǞƟ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ)

Pr (ˀࠌ|ƊȰ (ˀࠊ)) =
∑

ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ
Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)

ࠍࠈ



ßƟŒɫȋࢪɻ ƌȴ ȴɠƟɫŒʉȴɫ ࢎࠉࢍ

ࡦ æƟƁŒȋȋ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ) = Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)ࡱ
ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ȴŷɻƟɫʻƟ ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡩ

Pr (ˀࠌ|ˀࠊ) =
∑
ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)∑
ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ,ˀࠌ Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠊ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)

ࡦ ßɫȴŷŒŷǩȋǩʉˈ ʉǞŒʉ ɫȴŒƌ ǩɻ ɻȋǩɠɠƟɫˈ ǩǇ ʿƟ ƟȣɻʞɫƟ ʉǞŒʉ ɻɠɫǩȣȅȋƟɫ ǩɻ ȴȣࡩ
ɫƟɠȋŒƁƟ Ø (ˀࠊ|ˀࠈ) ŷˈ ȴȣƟ ǩȣ ʉǞƟ ƟˇɠɫƟɻɻǩȴȣ ȴǇ Ø (ˀࠈ, ..., ˀࠌ)

Pr (ˀࠌ|ƊȰ (ˀࠊ)) =
∑

ˀࠈ,ˀࠉ,ˀࠋ
Ø (ˀࠈ)Ø (ˀࠉ|ˀࠈ)Ø (ˀࠋ|ˀࠉ, ˀࠊ)Ø (ˀࠌ|ˀࠋ)

ࠍࠈ



ßƟŒɫȋࢪɻ ƌȴ ȴɠƟɫŒʉȴɫ ࢎࠊࢍ

ࡦ cɫŒɠǞǩƁŒȋ ǩȣʉƟɫɠɫƟʉŒʉǩȴȣࡩ ɫƟȝȴʻƟ ƟƌǊƟ ˀࠈ → ˀࠊ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋ ðȴʞɫƁƟࡩ ࡱࢂ�ßࢁ

ࠎࠈ



�ŒǊȣǩ˨ƁŒʉǩȴȣ

ࡦ üȴ ƟŒƁǞ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ĩࡪ ʿƟ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟ Œȣ Ɵɫɫȴɫࢧ ʉƟɫȝࢨ Ɲĩࡱ üǞƟ Ɲĩ ŒɫƟ
ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ Œȣƌ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ

ࡦ üǞƟ Ɵɫɫȴɫ ʉƟɫȝɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ɻʉŒȣƌŒɫƌࢧ
ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣࡪࢨ Œȣƌ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉƟƌ ʞȣƌƟɫ ʉǞƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉࢧ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉŒʉǩȴȣࡱࢨ

ࠏࠈ



+ŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞɻ

ࡦ xȣ ßƟŒɫȋࢪɻ ǇȴɫȝŒȋ ƌƟ˨ȣǩʉǩȴȣ ȴǇ Œ ƁŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞࡩ
ࡱࠈ Œȋȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ȴʉǞƟɫࢍ ʉǞŒȣ Ɵɫɫȴɫ ʉƟɫȝɻࢎ ŒɫƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ
ࡱࠉ ƟŒƁǞ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ĩ ǩɻ ŒɻɻȴƁǩŒʉƟƌ ʿǩʉǞ Œȣ ʞȣǩɧʞƟ Ɵɫɫȴɫ ʉƟɫȝ Ɲĩࡪ Œȣƌ ʉǞƟ Ɲĩ
ŒɫƟ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ

ࡱࠊ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ĩࡪ ʉǞƟɫƟ Ɵˇǩɻʉɻ Œ ƊȰ (ĩ = ˀ) ȴɠƟɫŒʉǩȴȣࡪ ʿǞǩƁǞ ɫƟɠȋŒƁƟɻ
ĩ ŷˈ ʉǞƟ ƁȴȣɻʉŒȣʉ ˀ Œȣƌ ɫƟȝȴʻƟɻ Œȋȋ ʉǞƟ ŒɫƁɻ ɠȴǩȣʉǩȣǊ Œʉ ĩࡪ ȋƟŒʻǩȣǊ
ƟʻƟɫˈʉǞǩȣǊ ƟȋɻƟ ʞȣƁǞŒȣǊƟƌࡱ

ࠐࠈ



+ŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞɻ ࢎࠉࢍ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟ ŷƟȋȴʿࡪ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Ī ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ
B [Ī|ƊȰ (3 = −[(ࠈ B [Ī|ƊȰ (3 = ࡱ[(ࠇ

ࠇࠉ



#ŒƁȅƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ

ࡦ � ŶŒƀȂࢗƊȰȰɥ ɛŒʂǛ ǩɻ Œ ɠŒʉǞ ŷƟʉʿƟƟȣ Œȣˈ ƁŒʞɻŒȋȋˈ ȴɫƌƟɫƟƌ ɻƟɧʞƟȣƁƟɻ
ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ ŷƟǊǩȣɻ ʿǩʉǞ Œ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ƟƌǊƟ ʉǞŒʉ ɠȴǩȣʉɻ ʉȴ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ
ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࡦ xȣ ʉǞƟ ǊɫŒɠǞ ŷƟȋȴʿࡪ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Ī ǩɻ ƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌ ŷˈ ʉǞƟ
ŷŒƁȅƌȴȴɫ ɠŒʉǞ 3← *→ ®→ Īࡱ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ƟʻŒȋʞŒʉƟ ʉǞǩɻ ƁŒʞɻŒȋ
ƟǇǇƟƁʉࡪ ʿƟ ɻǞȴʞȋƌ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ȴȣ ࡪ{*} ȴȣ ࡪ{®} ȴɫ ȴȣ ࡱ{®,*}

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠌ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī
ࠈࠉ



ࢨࢨȴȋȋǩƌƟɫ+ࢧ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Œȣƌ ʉǞƟǩɫ ɠǩʉǇŒȋȋɻ

ࡦ �ɻ ʿƟ ɻŒʿ ŷƟǇȴɫƟࡪ ǩȣ ƁŒɻƟ ȴǇ Œ Ǉȴɫȅࡪ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ ʉǞƟ ɠŒɫƟȣʉ
ʻŒɫǩŒŷȋƟ Œȋȋȴʿɻ ʞɻ ʉȴ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡱ īǞŒʉ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ƁŒɻƟ
ȴǇ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫࡲ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫ �→ *← ࡪ# ʿǞƟɫƟ �ऩð�ü ɻƁȴɫƟ ∈ ,ࠇ} {ࠈ ࡶࢎǞǩǊǞࡷȋȴʿࢍ
#ऩǩȣʉƟɫʻǩƟʿ ȴʞʉƁȴȝƟ ∈ ,ࠇ} {ࠈ ࡶࢎǇŒʻȴɫŒŷȋƟࡷʞȣǇŒʻȴɫŒŷȋƟࢍ Œȣƌ *ऩƁȴȋȋƟǊƟ
Œƌȝǩɻɻǩȴȣ ƌƟƁǩɻǩȴȣ ∈ ,ࠇ} {ࠈ ࡶࢎŒƌȝǩʉʉƟƌࡷɫƟǽƟƁʉƟƌࢍ ƟࡱǊࡱ

* = ࠈ {�+ # ≥ {ࠈ .

�ɻɻʞȝƟ � Œȣƌ # ŒɫƟ ʞȣƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋȋˈ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉࡱ +ȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ȴȣ
* = ࡪࠈ Pr (� = #|* = (ࠈ = ࠊ/ࠉ ʉǞƟɫƟ ʿǩȋȋ ŷƟ ȣƟǊŒʉǩʻƟ ƁȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ
ŷƟʉʿƟƟȣ � Œȣƌ ࡱ#

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫ ƁɫƟŒʉƟɻ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟࡱ

#Ɵ ƁŒɫƟǇʞȋ ʿǞƟȣ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫࡱ
ࠉࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ Œȣƌࢍ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ ɻƟʉɻࢎ

ࡦ cȴŒȋࡩ ŷȋȴƁȅ ɠŒʉǞɻ ʉǞŒʉ ǊƟȣƟɫŒʉƟ ȣȴȣƁŒʞɻŒȋ ŒɻɻȴƁǩŒʉǩȴȣɻ ʿǩʉǞȴʞʉ
ŷȋȴƁȅǩȣǊ ɠŒʉǞɻ ʉǞŒʉ ǊƟȣƟɫŒʉƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࡦ #ŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵƌ ŷˈ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ
Œ ɻƟʉ ȴǇ ȰŶɵƝɥʴƝƊ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ Ķ ǩǇ ʉʿȴ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ȝƟʉࡩ
ࡱࠈ �ȋȋ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ ŷƟʉʿƟƟȣ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Œȣƌ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ
ʻŒɫǩŒŷȋƟ ŒɫƟ ŷȋȴƁȅƟƌ ŒǇʉƟɫ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ Ķࡪ ʿǞǩƁǞ ʿǩȋȋ ʿǩȋȋ ŷƟ ʉǞƟ ƁŒɻƟ
ǩǇ ƟŒƁǞ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞࡩ ࢎŒࢍ ƁȴȣʉŒǩȣɻ �→ *→ ࡪ# ʿǞƟɫƟ * ǩɻ ǩȣ Ķࡶ ȴɫ ࢎŷࢍ
ƁȴȣʉŒǩȣɻ Œ Ǉȴɫȅ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ �← *→ ࡪ# ʿǞƟɫƟ * ǩɻ ǩȣ Ķࡪ ȴɫ
ࢎƁࢍ ƁȴȣʉŒǩȣɻ Œȣ ǩȣʻƟɫʉƟƌ Ǉȴɫȅ ȴǇ ȝʞʉʞŒȋ ƁŒʞɻŒʉǩȴȣ �→ *← ࡪ# ʿǞƟɫƟ *
Œȣƌ Œȋȋ ǩʉɻ ƌƟɻƁƟȣƌŒȣʉɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ǩȣ Ķࡱ

ࡱࠉ £ȴ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩȣ Ķ ŒɫƟ ƌƟɻƁƟȣƌŒȣʉɻ ȴǇ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʉǞŒʉ ȋǩƟ ȴȣ ȴɫࢍ
ƌƟɻƁƟȣƌ Ǉɫȴȝ ȴʉǞƟɫ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ʉǞŒʉ ȋǩƟ ȴȣࢎ Œȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ɠŒʉǞ ʉǞŒʉ
ŷƟǊǩȣ Œʉ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Œȣƌ ɫƟŒƁǞ ʉǞƟ ȴʞʉƁȴȝƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟࡱ

ࡦ +ȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ Œ ɻƟʉ ʉǞŒʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵɻ
ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࠊࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠈ

ࡦ DˇŒȝɠȋƟࡩ ǩȣ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟ ŷƟȋȴʿࡩ
ࡦ ʉǞƟ ȴȣȋˈ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ 3 ʉȴ Ī ǩɻ 3← *→ ®→ Īࡱ
ࡦ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ 3 ʉȴ Īࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻ 3→ Īࡱ

ࡦ üǞƟɫƟǇȴɫƟ ࡪ{*} ࡪ{®} ȴɫ {*,®} ɻŒʉǩɻǇˈ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡱ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠍ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠋࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠉ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟ ŷƟȋȴʿࡪ ʿǞƟɫƟ ʉǞƟ ƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟ ǩȣ Œ ȋŒǊ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
Īʂ−ࠈ ǩɻ ƁȴȣɻǩƌƟɫƟƌࡱ

ࡦ xɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡲ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠎ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠌࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠉ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ʉʿȴ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ 3 ʉȴ Īࡩ
3← ğ→ Īʂ−ࠈ → Īࡪ Œȣƌ 3← ğ→ Īʂ−ࠈ ← Ă→ Ī

ࡦ Īʂ−ࠈ ŷȋȴƁȅɻ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ȴȣƟ ŷƟƁŒʞɻƟ
ǩʉ ǩɻ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ȋŒʉʉƟɫࡱ Īʂ−ࠈ ŷƟǩȣǊ ʉǞƟ ȴȣȋˈ ȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟ
ȴʉǞƟɫ ʉǞŒȣ 3 Œȣƌ Īࡪ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ǩɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠏ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī
ࠍࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠊ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟ ŷƟȋȴʿࡱ xɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡲ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠐ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠎࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠊ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ʉʿȴ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ ŷƟʉʿƟƟȣ 3 Œȣƌ Īࡩ
3← �← ğ→ ^→ Īࡪ Œȣƌ 3← #← Ă→ �← ğ→ ^→ Ī

ࡦ � ǩɻ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɠŒʉǞ ŷʞʉ ȣȴʉ ǩȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ȴȣƟࡱ üǞƟ
ɠɫȴŷȋƟȝ ǞƟɫƟ ǩɻ ʉȴ ŷȋȴƁȅ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠŒʉǞ ʿǩʉǞȴʞʉ ʞȣŷȋȴƁȅǩȣǊ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ȴȣƟࡱ

ࡦ xʉ ʉʞɫȣɻ ȴʞʉ ʉǞŒʉࡩ
ࡦ {^} ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ Œɻ ǩʉ ǩɻ ɠŒɫʉ ȴǇ ʉǞƟ ƁǞŒǩȣ
ğ→ ^→ Ī ǩȣ ƟʻƟɫˈ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻࡱ

ࡦ {�,#} ɻŒʉǩɻ˨Ɵɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ Œɻ � ŒɠɠƟŒɫɻ ǩȣ ʉǞƟ ƁǞŒǩȣ
3← �← ğ ǩȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠŒʉǞࡪ Œȣƌ # ŒɠɠƟŒɫ ǩȣ ʉǞƟ ƁǞŒǩȣ 3← #← Ă ǩȣ
ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɠŒʉǞࡱ

ࡦ üǞʞɻࡪ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ ƟǩʉǞƟɫ ^ ȴɫ ȴȣ (�,#) ʿǩȋȋ ǩƌƟȣʉǩǇˈ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ
ƟǇǇƟƁʉࡱ

ࠏࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠋ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟ ŷƟȋȴʿࡱ xɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡲ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠇࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠐࠉ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠋ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ʉʿȴ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ ŷƟʉʿƟƟȣ 3 Œȣƌ Īࡩ
3← ğ→ Īʂ−ࠉ → Īʂ−ࠈ → Īࡪ Œȣƌ 3← ğ→ Īʂ−ࠉ ← Ă→ Īࡪ

ࡦ üǞƟɫƟ ǩɻ ȣȴ ƁȴȋȋǩƌƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠŒʉǞࡪ Œȣƌ Īʂ−ࠉ ǩɻ Œ ƁȴȋȋǩƌƟɫ ǩȣ ʉǞƟ
ɻƟƁȴȣƌ ɠŒʉǞࡱ xȣ ȴɫƌƟɫ ʉȴ ŷȋȴƁȅ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠŒʉǞࡪ ȴȣƟ ȣƟƟƌ ʉȴ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ
ƟǩʉǞƟɫ ȴȣ Īʂ−ࠈ ȴɫ ȴȣ Īʂ−ࡱࠉ ´ȣƟ ƁŒȣȣȴʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ȴȣ Īʂ−ࠉ Œɻ ǩʉ ǩɻ Œ
ƁȴȋȋǩƌƟɫ ǩȣ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɠŒʉǞࡱ oȴʿƟʻƟɫࡪ ȴȣƟ ƁŒȣȣȴʉ Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣ ȴȣ Īʂ−ࠈ
ƟǩʉǞƟɫ Œɻ ǩʉ ǩɻ Œ ƌƟɻƁƟȣƌŒȣʉ ȴǇ Īʂ−ࡱࠉ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ǩɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡱ

ࠇࠊ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠌ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟ ŷƟȋȴʿࡱ xɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡲ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠈࠊ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠌ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ üǞƟɫƟ ǩɻ ȴȣȋˈ ȴȣƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ ŷƟʉʿƟƟȣ 3 Œȣƌ Īࡩ 3← *→ ®→ Ī
ࡦ oƟɫƟࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ʉʿȴ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ 3 ʉȴ Īࡩ 3→ Ī Œȣƌ
3→  → Īࡱ oƟȣƁƟࡪ ࡪ{*} ࡪ{®} ȴɫ {*,®} ɻŒʉǩɻǇˈ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡶ
Œȣˈ ɻƟʉ ʉǞŒʉ ʿȴʞȋƌ ƁȴȣʉŒǩȣ   ʿȴʞȋƌ ȣȴʉࡱ

ࠉࠊ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠍ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ˨ǊʞɫƟ ŷƟȋȴʿࡱ xɻ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ɻŒʉǩɻ˨Ɵƌࡲ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠊࠊ



üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ࠍ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ üǞƟɫƟ ŒɫƟ ʉǞɫƟƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ ŷƟʉʿƟƟȣ 3 Œȣƌ Īࡩ
3← *→ ®→ Īࡪ Œȣƌ 3← *→ ®← �→ Īࡪ Œȣƌ 3← #→ Ă→ Īࡱ

ࡦ üǞƟ ƁŒȣƌǩƌŒʉƟ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ŒɫƟ ®,# Œȣƌ ࡱ  # ǩɻ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ
ŷȋȴƁȅ ʉǞƟ ʉǞǩɫƌ ɠŒʉǞࡱ ® ǩɻ ȣƟƟƌƟƌ ʉȴ ŷȋȴƁȅ ʉǞƟ ˨ɫɻʉ ɠŒʉǞࡪ ŷʞʉ ǩʉ ʿǩȋȋ
ʞȣŷȋȴƁȅ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɠŒʉǞ ࡱࢎƁȴȋȋǩƌƟɫࢍ

ࡦ �ƁʉʞŒȋȋ ࡪ̍ ʉǞƟ ɻƟƁȴȣƌ ɠŒɫʉ ȴǇ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣ ǩɻ
ȣȴʉ ȝƟʉ ƟǩʉǞƟɫࡪ Œɻ ® ǩɻ ȴȣ Œ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ 3 ʉȴ Īࡱ

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ǩɻ ȣȴʉ ȝƟʉ ǞƟɫƟࡱ

ࠋࠊ



ðƟȋǇ࢙ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ŷǩŒɻ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡩ Ī = 3Īࠈ + −ࠈ) 3) Īࠇ ʿǞǩƁǞ ɫƟʿɫǩʉƟɻ ǩȣʉȴ
Ī = Īࠇ + δ3

ʿǩʉǞ δ = Īࠈ − Īࡱࠇ oƟƁȅȝŒȣ Œȣƌ æȴŷŷ ࢎࠐࠏࠐࠈࢍ ŒɻɻʞȝƟ 3 = ࠈ {Ķφ + Ă ≥ ࡪ{ࠇ ʿǞƟɫƟ Ķ ǩɻ
Œ ɫŒȣƌȴȝ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻࡪ φ ǩɻ Œ ʻƟƁʉȴɫ ȴǇ ƁȴƟǇ˨ƁǩƟȣʉࡪ Œȣƌ Ă ǩɻ ɻȴȝƟ
ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ǇŒƁʉȴɫࡱ xǇ ƝĂ ⊥ ƝĪࡪ ʉǞƟȣ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡶ ȴʉǞƟɫʿǩɻƟ ʉǞƟɫƟ ǩɻ
ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ȴȣ ʉǞƟ ʞȣȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟɻࡱ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī ࠌࠊ

https://link.springer.com/chapter/10.1007%2F978-1-4612-4976-4_7


ðƟȋǇ࢙ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ŷǩŒɻ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ xĨ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ

Ī = α + δ3+ ε

ʿǞƟɫƟ ε ⊥ Ķࡱ üǞǩɻ ƁŒȣ ŷƟ ƟˇɠɫƟɻɻƟƌ Œɻ Œ ƁŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞ Œɻ Ǉȴȋȋȴʿɻࡩ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠋࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠍࠊ



üǞƟ Ǉɫȴȣʉ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ Œȣ ƟˇŒȝɠȋƟ

ࡦ +ȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ǊɫŒɠǞ ŷƟȋȴʿࡱ üǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ƌȴƟɻ ȣȴʉ
Œɠɠȋˈ ŷƟƁŒʞɻƟ Ă ǩɻ ʞȣȴŷɻƟɫʻŒŷȋƟࡪ ɻȴ ʉǞƟ ɠŒʉǞ 3← Ă→ Ī ƁŒȣȣȴʉ ŷƟ
ŷȋȴƁȅƟƌࡱ

ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ ʉǞƟ Ǉʞȋȋ ƟǇǇƟƁʉ ȴǇ 3 ȴȣ Ī ǊȴƟɻ ʉǞɫȴʞǊǞ � Œȣƌ ࡪ  ʿǞǩƁǞ ŒɫƟ
ŷȴʉǞ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡱ �ɫƟ ʉǞƟ Ǉȴʞɫ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ 3→ ࡪ� 3→ ࡪ  �→ Ī Œȣƌ
 → Ī ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵƌࡲ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠌࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠎࠊ



üǞƟ Ǉɫȴȣʉ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ Œȣ ƟˇŒȝɠȋƟ ࢎƁȴȣʉǩȣʞƟƌࢍ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࡪ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ 3→ ࡪ� 3→   ŒɫƟ
ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵƌ ࡱࢎˈʞȣƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋȋࢍ

ࡦ #ˈ ʉǞƟ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ ŒǊŒǩȣࡪ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ �→ Ī Œȣƌ  → Ī
ŒɫƟ ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵƌ ˈŷࢍ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣǩȣǊ ȴȣ .ࢎ3

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠍࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī ࠏࠊ



`ɫȴȣʉ࢙ƌȴȴɫ ƁɫǩʉƟɫǩȴȣ

ࡦ xǇ ʉǞƟɫƟ ǩɻ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ʞȣŷȋȴƁȅƟƌ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞ ƁȴȣȣƟƁʉǩȣǊ Œ
ƁŒʞɻŒȋ ʻŒɫǩŒŷȋƟ 3 ʉȴ Œȣ ȴʞʉƁȴȝƟ ʻŒɫǩŒŷȋƟ Īࡪ ʉǞƟ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉ ǩɻ
ǩƌƟȣʉǩ˨Ɵƌ ŷˈ Œ ɻƟʉ {ĩǦ} ȴǇ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ǩǇ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ʉʿȴ
Ɓȴȣƌǩʉǩȴȣɻ ŒɫƟ ȝƟʉࡩ
ࡦ DˇǞŒʞɻʉǩʻƟȣƟɻɻࡩ Œȣˈ ƌǩɫƟƁʉƟƌ ɠŒʉǞ Ǉɫȴȝ 3 ʉȴ Ī ƁȴȣʉŒǩȣɻ Œʉ ȋƟŒɻʉ ȴȣƟ ȴǇ
ʉǞƟ ĩǦࢪɻࡪ Œȣƌ

ࡦ xɻȴȋŒʉǩȴȣࡩ ʉǞƟɫƟ ǩɻ ȣȴ ʞȣŷȋȴƁȅƟƌ ŷŒƁȅ ƁȴȣȣƟƁʉǩȣǊ 3 ʉȴ Œȣˈ ȴǇ ʉǞƟ ĩǦࡪ
Œȣƌ Œȋȋ ŷŒƁȅ࢙ƌȴȴɫ ɠŒʉǞɻ Ǉɫȴȝ Œȣˈ ĩǦ ʉȴ Ī ƁŒȣ ŷƟ ŷȋȴƁȅƟƌ ŷˈ ࡱ3

ࡦ `ȴɫ ƟˇŒȝɠȋƟࡪ ʉǞƟ ǇȴȋȋȴʿǩȣǊ ǊɫŒɠǞ ƌȴƟɻ ȣȴʉ ɻŒʉǩɻǇˈ ǩɻȴȋŒʉǩȴȣࡩ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠎࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ �ī

ࠐࠊ



īɫŒɠɠǩȣǊ ʞɠ

ࡦ +ŒʞɻŒȋ ǊɫŒɠǞɻ ŒɫƟ ʞɻƟǇʞȋ ʿŒˈɻ ʉȴ ƟˇɠɫƟɻɻ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ƁȋŒɫǩǇˈǩȣǊ Œɻ ʉȴ ʻŒɫǩȴʞɻ ɻʉɫŒʉƟǊǩƟɻ Ǉȴɫ ǩƌƟȣʉǩǇˈǩȣǊ ȋǩȣȅɻ
ŷƟʉʿƟƟȣ ȣȴƌƟɻ

ࡦ +ǞŒȋȋƟȣǊƟࡩ ǊɫŒɠǞɻ ŒɫƟ Œɻɻʞȝɠʉǩȴȣɻࡪ Œȣƌ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ȣȴʉ ȅȣȴʿȣࡱ
+ŒɫƟǇʞȋ ȝƟʉŒ࢙ŒȣŒȋˈɻǩɻ ȴɫ ʉǞƟȴɫˈ ȝʞɻʉ ŷƟ ʉŒȅƟȣ ʉȴ Œȣ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ƁŒɻƟࡱ
DʻƟȣ ǩǇ ȋǩȣȅɻ ŒɫƟ ǩƌƟȣʉǩ˨ŒŷȋƟ ǊǩʻƟȣ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ ɻƟʉɻࡪ ǇʞȣƁʉǩȴȣŒȋ Ǉȴɫȝɻ
ȝŒˈ ɻʉǩȋȋ ŷƟ ŒȝŷǩǊʞȴʞɻࡱ ðʉɫʞƁʉʞɫƟࢧ ȋƟŒɫȣǩȣǊࢨ ǩɻ ƌǩǇ˨Ɓʞȋʉ Œȣƌ Œȋɻȴ
ɻʞŷǽƟƁʉ ʉȴ ɠȴʿƟɫࡷȝȴƌƟȋ ɻɠƟƁǩ˨ƁŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ ßɫŒƁʉǩƁŒȋ ŒƌʻǩƁƟࡩ ʉǞǩȣȅ ʉǞɫȴʞǊǞ ɠȴɻɻǩŷȋƟ 5�c ɻʉɫʞƁʉʞɫƟɻ Œȣƌ
ǇʞȣƁʉǩȴȣŒȋ ɫƟȋŒʉǩȴȣɻǞǩɠɻࡱ xǇ ɫƟȋƟʻŒȣʉ ʻŒɫǩŒŷȋƟɻ ŒɫƟ ȣȴʉ ɠɫƟɻƟȣʉ ǩȣ ˈȴʞɫ
ɻŒȝɠȋƟࡪ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ɻƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈ ŒȣŒȋˈɻǩɻ ࡪࡱǊࡱƟࢍ Ǉɫȴȝ ȋŒɻʉ ʿƟƟȅࢎ

ࠇࠋ



#ȴȣʞɻࡷƟȣƁȴɫƟࡩ xȝɠȋƟȝƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ǩȣ æ࡭

Â°�ß�ßāϬ��¨°êêāϭ
Â°�ß�ßāϬÂ�ú��Éϭ
Â°�ß�ßāϬ¨¨��¨ϭ

¨ уϾ ��¨°êêāϬϝ��¨ Ϩ
w ϪÜÐãиЋ΀ϔ΁Ћϫ
� ϪÜÐãиЋ΁ϔ΁Ћϫ
} ϪÜÐãиЋ΂ϔ΁Ћϫ
r ϪÜÐãиЋ΁ϔ΀Ћϫ
x ϪÜÐãиЋ΂ϔ΂Ћϫ
w Ͼм � Ͼм } Ͼм x
w Ͼм r Ͼм � Ͼм x
r Ͼм }

ϩϝϭ ࠈࠋ



xȝɠȋƟȝƟȣʉŒʉǩȴȣɻ ǩȣ æ࡭ ĨǩƟʿ ɫƟɻʞȋʉɻ

¨¨��¨Ϭ¨ϔÉÐ��ϡã°Ć� и ΂΀ϔ ê�Āêϡã°Ć�и΁΂ϔ Â���Âϡ�ÐÂ и Ћ��ß¿¨ß�āЋϭ

D

W

X Z

Y

ࠉࠋ



ßŒɫƟȣʉɻࡷŒȣƁƟɻʉȴɫɻ

Ü�ß�ÉêãϬ¨ϔ Ћ�Ћϭ

ϘϘ Ϫ΁ϫ ЋrЋ ЋwЋ

�É��ãêÐßãϬ¨ϔ Ћ�Ћϭ

ϘϘ Ϫ΁ϫ Ћ�Ћ ЋwЋ ЋrЋ

ࠊࠋ



xȝɠȋǩƟƌ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣƁƟɻ

°ÈÜÂ°���ÐÉ�°ê°ÐÉ�Â,É��Ü�É��É�°�ãϬ¨ϭ

ϘϘ r ϡ՞՞ϡ x ՞ �ϔ }
ϘϘ w ϡ՞՞ϡ x ՞ �ϔ }
ϘϘ w ϡ՞՞ϡ x ՞ �ϔ r
ϘϘ w ϡ՞՞ϡ } ՞ �ϔ r

ࠋࠋ



`ǩȣƌǩȣǊ ȝǩȣǩȝʞȝ ŒƌǽʞɻʉȝƟȣʉ ɻƟʉɻ

��¼ïãêÈ�Éê[�êãϬ¨ϔ Ћ�Ћϔ ЋxЋϔ êāÜ�иЋ�ÂÂЋϭ

ϘϘ Ϩ r ϩ
ϘϘ Ϩ rϔ w ϩ

ࠌࠋ



oȴʿ Ɓȴȴȋ ǩɻ ʉǞŒʉࡲ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠏࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ ʿǞȴƟʻƟɫ ȝŒȅƟɻ Ɵȝȴǽǩɻ ࠍࠋ



xȣʉɫȴƌʞƁʉǩȴȣ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Ǉȴɫ ƌŒʉŒ ɻƁǩƟȣʉǩɻʉɻ
�ŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻࡪ Œȣƌ ʿŒˈ ǇȴɫʿŒɫƌ

�ǩƁǞŒƟȋ cǩȋȋ
ࠈࠇ࢙ࠌࠇ࢙ࠏࠈࠇࠉ
+ƟȣʉƟɫ Ǉȴɫ 5ŒʉŒ ðƁǩƟȣƁƟ ঀ £Ɵʿ ĳȴɫȅ ċȣǩʻƟɫɻǩʉˈ

ࠈ



üȴƌŒˈ

ࠉ



ðȴȝƟࢍ ȴǇࢎ ʉȴƌŒˈࢪɻ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ

æƟǇƟɫƟȣƁƟɻࡩ

ࡦ �ʉǞƟ ࡪ̍ ðࡪࡱ Œȣƌ xȝŷƟȣɻࡪ cࡱ ࡱࢎࠍࠈࠇࠉࢍ æƟƁʞɫɻǩʻƟࢧ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ Ǉȴɫ
ǞƟʉƟɫȴǊƟȣȴʞɻ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻࢨࡱ ßɫȴƁƟƟƟƌǩȣǊɻ ȴǇ ʉǞƟ £ŒʉǩȴȣŒȋ �ƁŒƌƟȝˈ
ȴǇ ðƁǩƟȣƁƟɻࡱ

ࡦ �ʉǞƟ ࡪ̍ ðࡪࡱ üǩŷɻǞǩɫŒȣǩࡪ ࡪࡱ� Œȣƌ īŒǊƟɫࡪ ðࡱ ࡱࢎࠎࠈࠇࠉࢍ cƟȣƟɫŒȋǩ˔Ɵƌࢧ æŒȣƌȴȝ
`ȴɫƟɻʉɻࢨࡱ īȴɫȅǩȣǊ ɠŒɠƟɫࡱ

ࡦ �ʉǞƟ ࡪ̍ ðࡪࡱ DƁȅȋƟɻࡪ ࡪࡱ5 Œȣƌ xȝŷƟȣɻࡪ cࡱ ࡱࢎࠎࠈࠇࠉࢍ DˇŒƁʉࢧ ɠ࢙ĨŒȋʞƟɻ Ǉȴɫ
£Ɵʉʿȴɫȅ xȣʉƟɫǇƟɫƟȣƁƟࡱࢨ �ȴʞɫȣŒȋ ȴǇ ʉǞƟ �ȝƟɫǩƁŒȣ ðʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ
�ɻɻȴƁǩŒʉǩȴȣࡱ

ࠊ



üȴƌŒˈࢪɻ ǊȴŒȋɻ

ࡦ æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ࡪࡱǊࡱƟࢍ +�æüࡪ æŒȣƌȴȝ `ȴɫƟɻʉɻࢎ Ǉȴɫ
ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟȴʞɻ ƟǇǇƟƁʉɻ

ࡦ �ȴʉǩʻŒʉƟ ʉǞƟ ɠɫȴŷȋƟȝ ʉǞŒʉ ȣƟʉʿȴɫȅɻ ɠɫƟɻƟȣʉ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ
ࡪࡱǊࡱƟࢍ ðċüĨࡪࢎ� Œȣƌ ɻʞŷɻƟɧʞƟȣʉ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࡦ #ǩɫƌࢪɻ ƟˈƟ ʻǩƟʿ ȴǇ ƁȴʞɫɻƟ

ࠋ



�ŒƁǞǩȣƟ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ

ࠌ



+ƟȣʉɫŒȋ ǩƌƟŒɻ

ࡦ �Œȣˈ ƁŒʞɻŒȋ ɫƟɻƟŒɫƁǞ ƌƟɻǩǊȣɻ ƁŒȣ ŷƟ ɻƟǊȝƟȣʉƟƌ ƌȴʿȣ ʉȴ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ
ʻƟɫɻʞɻ ƁŒʞɻŒȋ ɻʉƟɠɻࡱ DˇŒȝɠȋƟɻࡩ

ࡦ ð�ðࠉ Ǉȴɫ xĨࡩ ˨ɫɻʉ ɻʉŒǊƟ ǩɻ Œ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣࡱ æƟƁŒȋȋࡩ ɠȴɻʉ࢙ƌȴʞŷȋƟ࢙ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ
ʿǩʉǞ ��ðð´ࡱ

ࡦ ˆƝ(ˀ) ≈ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣࡪ Œɻ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȴɫ xßī ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡱ
ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ȝŒƁǞǩȣƟࡷɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ŒɫƟȣࢪʉ
ŒɠɠȋǩƁŒŷȋƟ ࢨȴǇǇ࢙ʉǞƟ࢙ɻǞƟȋǇࢧ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࡦ xƌƟŒȋȋ ࡪ̍ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ Ɵˇɠȋȴǩʉ ˩Ɵˇǩŷǩȋǩʉˈ ȴǇ �� ȝȴƌƟȋɻ ʉȴ Œȋȋȴʿ Ǉȴɫ
ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟȴʞɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ŷʞʉࢍ ȣȴʉ ƌŒʉŒࢧ ȝǩȣƟࢨ ȴɫ ɠ࢙ǞŒƁȅ ǩȣ ʉǞƟ
ɠɫȴƁƟɻɻࢎ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŒʞǊȝƟȣʉ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ʉȴ ŒƁƁȴȝȴƌŒʉƟ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ
ɠɫȴŷȋƟȝࢍɻࢎ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࠍ

https://arxiv.org/pdf/1201.0224.pdf


+ƟȣʉɫŒȋ ǩƌƟŒɻ

ࡦ �Œȣˈ ƁŒʞɻŒȋ ɫƟɻƟŒɫƁǞ ƌƟɻǩǊȣɻ ƁŒȣ ŷƟ ɻƟǊȝƟȣʉƟƌ ƌȴʿȣ ʉȴ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ
ʻƟɫɻʞɻ ƁŒʞɻŒȋ ɻʉƟɠɻࡱ DˇŒȝɠȋƟɻࡩ

ࡦ ð�ðࠉ Ǉȴɫ xĨࡩ ˨ɫɻʉ ɻʉŒǊƟ ǩɻ Œ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣࡱ æƟƁŒȋȋࡩ ɠȴɻʉ࢙ƌȴʞŷȋƟ࢙ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ
ʿǩʉǞ ��ðð´ࡱ

ࡦ ˆƝ(ˀ) ≈ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣࡪ Œɻ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȴɫ xßī ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡱ

ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ȝŒƁǞǩȣƟࡷɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ŒɫƟȣࢪʉ
ŒɠɠȋǩƁŒŷȋƟ ࢨȴǇǇ࢙ʉǞƟ࢙ɻǞƟȋǇࢧ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࡦ xƌƟŒȋȋ ࡪ̍ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ Ɵˇɠȋȴǩʉ ˩Ɵˇǩŷǩȋǩʉˈ ȴǇ �� ȝȴƌƟȋɻ ʉȴ Œȋȋȴʿ Ǉȴɫ
ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟȴʞɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ŷʞʉࢍ ȣȴʉ ƌŒʉŒࢧ ȝǩȣƟࢨ ȴɫ ɠ࢙ǞŒƁȅ ǩȣ ʉǞƟ
ɠɫȴƁƟɻɻࢎ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŒʞǊȝƟȣʉ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ʉȴ ŒƁƁȴȝȴƌŒʉƟ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ
ɠɫȴŷȋƟȝࢍɻࢎ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࠍ

https://arxiv.org/pdf/1201.0224.pdf


+ƟȣʉɫŒȋ ǩƌƟŒɻ

ࡦ �Œȣˈ ƁŒʞɻŒȋ ɫƟɻƟŒɫƁǞ ƌƟɻǩǊȣɻ ƁŒȣ ŷƟ ɻƟǊȝƟȣʉƟƌ ƌȴʿȣ ʉȴ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ
ʻƟɫɻʞɻ ƁŒʞɻŒȋ ɻʉƟɠɻࡱ DˇŒȝɠȋƟɻࡩ

ࡦ ð�ðࠉ Ǉȴɫ xĨࡩ ˨ɫɻʉ ɻʉŒǊƟ ǩɻ Œ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣࡱ æƟƁŒȋȋࡩ ɠȴɻʉ࢙ƌȴʞŷȋƟ࢙ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ
ʿǩʉǞ ��ðð´ࡱ

ࡦ ˆƝ(ˀ) ≈ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣࡪ Œɻ Ǉȴɫ ȝŒʉƁǞǩȣǊ ȴɫ xßī ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣࡱ
ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡪ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ȝŒƁǞǩȣƟࡷɻʉŒʉǩɻʉǩƁŒȋ ȋƟŒɫȣǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ŒɫƟȣࢪʉ
ŒɠɠȋǩƁŒŷȋƟ ࢨȴǇǇ࢙ʉǞƟ࢙ɻǞƟȋǇࢧ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࡦ xƌƟŒȋȋ ࡪ̍ ʿȴʞȋƌ ȋǩȅƟ ʉȴ Ɵˇɠȋȴǩʉ ˩Ɵˇǩŷǩȋǩʉˈ ȴǇ �� ȝȴƌƟȋɻ ʉȴ Œȋȋȴʿ Ǉȴɫ
ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟȴʞɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ŷʞʉࢍ ȣȴʉ ƌŒʉŒࢧ ȝǩȣƟࢨ ȴɫ ɠ࢙ǞŒƁȅ ǩȣ ʉǞƟ
ɠɫȴƁƟɻɻࢎ

ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ŒʞǊȝƟȣʉ ƟˇǩɻʉǩȣǊ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ʉȴ ŒƁƁȴȝȴƌŒʉƟ ǇʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ
ɠɫȴŷȋƟȝࢍɻࢎ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ

ࠍ

https://arxiv.org/pdf/1201.0224.pdf


+ŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Œȣƌ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒ

ࡦ ðʉŒȣƌŒɫƌ ࢎɻʞɠƟɫʻǩɻƟƌࢍ �� ɠǩɠƟȋǩȣƟ
ࡦ üŒȅƟ Ǌɫȴʞȣƌࢨ ʉɫʞʉǞࢨ ȝƟŒɻʞɫƟɻ ȴǇ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟ Īࡪ ɻƟʉ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻ ĩࡪ
Œȣƌ ǞˈɠƟɫɠŒɫŒȝƟʉƟɫɻ θ

ࡦ ´ǇʉƟȣ ƁŒɫƟ Œŷȴʞʉ ƁȴȣƌǩʉǩȴȣŒȋ࢙ȝƟŒȣ ǇʞȣƁʉǩȴȣࡩ
̂B[ĪȴŷɻǦ |ĩǦ = ˀ, θ] ≈ ǅ(Ī, ĩ, θ)

ࡦ �ȴƌƟȋ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ ŷŒɻƟƌ ȴǇ ȝǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ Ɵɫɫȴɫ ȴɫࢍ ǊǩʻƟȣ
ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈ ɠƟȣŒȋʉˈࡪࢎ ȴɫ +Ĩ Ɵɫɫȴɫ

ࠎ



æƟƁʞɫɻǩʻƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ

ࡦ īȴɫȅǞȴɫɻƟ ɠŒɫŒƌǩǊȝ Ǉȴɫ ˨ʉʉǩȣǊ ƌƟƁǩɻǩȴȣࡷɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ʉɫƟƟɻ
ࡦ +Œȣ ŷƟ ʞɻƟƌ Ǉȴɫ ǩȝɠȋǩƁǩʉ ƌǩȝƟȣʉǩȴȣŒȋǩʉˈ ɫƟƌʞƁʉǩȴȣࢧࡷƁȋʞɻʉƟɫǩȣǊࢨ
ࡦ 5ǩɫƟƁʉ ŒȣŒȋȴǊʞƟ ʉȴ ȣƟŒɫƟɻʉ ȣƟǩǊǞŷȴɫɻ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ
ࡦ īȴɫȅɻ ʿƟȋȋ ʿǩʉǞ ƌǩɻƁɫƟʉƟ ǇƟŒʉʞɫƟɻࡷƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ
ࡦ ßɫȴŷȋƟȝɻࡪ ʿǞƟȣ ŒɠɠȋǩƟƌ ʉȴ ȝȴƌƟȋɻࡩ

ࡦ ßɫȴȣƟ ʉȴ ȴʻƟɫ˨ʉʉǩȣǊ
ࡦ ċȣƁȋƟŒɫ ȴǇ ƟʻƟȣʉʞŒȋ ɛŒɥŒȚƝʂƝɥ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈ Ǉɫȴȝ ȝȴƌƟȋ ࢎࡲŷȴȴʉɻʉɫŒɠࢍ
ࡦ £ƟƟƌ ʉȴ ɻɠƟƁǩǇˈ ƁȴȝɠȋƟˇǩʉˈࡷɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Œʉǩȴȣ ɠŒɫŒȝƟʉƟɫࡪ ʿǞǩƁǞ ǩɻȣࢪʉ
ȴŷʻǩȴʞɻ Œ ɠɫǩȴɫǩ

ࡦ ßȴɻɻǩŷȋˈ ɻƟȣɻǩʉǩʻƟ ʉȴ ɻƁŒȋǩȣǊࡷȣȴɫȝŒȋǩ˔Œʉǩȴȣ ȴǇ ǩȣǩʉǩŒȋ ǩȣɠʞʉɻ

ࠏ

https://www.jstor.org/stable/27590719


+�æüࡩ ˨ɫɻʉࡪ Œȣ ȴʻƟɫʻǩƟʿ

ࡦ +ȋŒɻɻǩ˨ƁŒʉǩȴȣ Œȣƌ ɫƟǊɫƟɻɻǩȴȣ ʉɫƟƟɻࡱ
ࡦ #ŒɻƟ ɠŒɫŒƌǩǊȝ Ǉȴɫ ƟʻƟȣʉʞŒȋ #�æü Œȣƌ æ` ƟˇʉƟȣɻǩȴȣɻ
ࡦ +ƟȣʉɫŒȋ ǩƌƟŒࡩ

ࡱࠈ #ƟǊǩȣ ʿǩʉǞ ɠŒǩɫ ȴǇ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ƌŒʉŒࡪ (Ī, ĩ)ࡪ ʿǞƟɫƟ Ī ǩɻ ȴʞʉƁȴȝƟ Œȣƌ ĩ ǩɻ Œȣ
Ƞ× ɛ ƌǩȝƟȣɻǩȴȣŒȋ ȝŒʉɫǩˇ ȴǇ ǇƟŒʉʞɫƟɻࡷƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ

ࡱࠉ �ŒȅƟ ɻƟɫǩƟɻ ȴǇ ŷǩȣŒɫˈ ƌƟƁǩɻǩȴȣɻ ʉǞŒʉ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ƌŒʉŒ ʉȴ ȝǩȣǩȝǩ˔Ɵ
ǞƟʞɫǩɻʉǩƁ ȴǇ ȝȴƌƟȋ ˨ʉࡪ ƟࡱǊࡪࡱ �ðD

ࡱࠊ æȴȴʉ ȣȴƌƟɻ ǩȣƌǩƁŒʉƟ Œ ɠŒɫʉǩƁʞȋŒɫ ʻŒɫǩŒŷȋƟ ʿǩʉǞǩȣ ĩࡪ Œȣƌ ɻɠȋǩʉɻ ɫƟɠɫƟɻƟȣʉ
ƁɫǩʉǩƁŒȋ ʻŒȋʞƟ ȴǇ ʻŒɫǩŒŷȋƟ

ࡱࠋ �ǇʉƟɫ ȝȴƌƟȋ ǩɻ ˨ʉࡪ ̂B[ĪǦ|ĩǦ = ˀ] ǩɻ ǊǩʻƟȣ ŷˈ ࢎʿƟǩǊǞʉƟƌࢍ ŒʻƟɫŒǊƟ ʻŒȋʞƟ ȴǇ
ʞȣǩʉɻࢪ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ǩȣ ɻŒȝƟ ʉƟɫȝǩȣŒȋ ȣȴƌƟࡱ

ࠐ



+�æüࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ʞɻǩȣǊ �ŒȋȴȣƌƟ ƌŒʉŒࡪ Ǉȴɫ ˆƝ(ĩ)

ࡦ īǩʉǞ ɫƟȋŒʉǩʻƟȋˈ ȋŒɫǊƟɫ ɠƟȣŒȋʉˈࡷƁȴɻʉࡩ *α(ó) = ࠉࠇ.ࠇ
B̂[3Ǧ|ĩǦ = {ŒǊƟ = ,ࠇࠌ ƟƌʞƁ = ŷȋŒƁȅ,ࠈ = Ǟǩɻɠ,ࠇ = ȝŒɫɫǩƟƌ,ࠇ = ȣȴƌƟǊɫ,ࠇ = [{ࠈ = ࠎࠍࠌࠌ.ࠇ

|nodegr>=0.5
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ࠇࠈ



+�æüࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ʞɻǩȣǊ �ŒȋȴȣƌƟ ƌŒʉŒ ࢎࠉࢍ

ࡦ īǩʉǞ ɻȝŒȋȋƟɫ ɠƟȣŒȋʉˈࡷƁȴɻʉࡩ *α(ó) = ࠌࠇࠇ.ࠇ
B̂[3Ǧ|ĩǦ = {ŒǊƟ = ,ࠇࠌ ƟƌʞƁ = ŷȋŒƁȅ,ࠈ = Ǟǩɻɠ,ࠇ = ȝŒɫɫǩƟƌ,ࠇ = ȣȴƌƟǊɫ,ࠇ = [{ࠈ =?

|nodegr>=0.5

educ>=5.5

age< 25.5

age>=27.5

educ>=9.5

age< 30.5

age>=25.5

age< 37age< 20.5

0.341
n=217

0.3158
n=57

0.2727
n=11

0.6
n=20

0.5312
n=32

0.6364
n=11

0.4146
n=41

0.7778
n=9

0.3636
n=11

0.7222
n=36

CART propensity score (penalty = 0.005)

Predicted propensity score
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ࠈࠈ



+�æüࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ʞɻǩȣǊ �ŒȋȴȣƌƟ ƌŒʉŒ ࢎࠊࢍ

ࡦ īǩʉǞ ƟʻƟȣ ɻȝŒȋȋƟɫ ɠƟȣŒȋʉˈࡷƁȴɻʉࡩ *α(ó) = ࠈࠇࠇ.ࠇ
B̂[3Ǧ|ĩǦ = {ŒǊƟ = ,ࠇࠌ ƟƌʞƁ = ŷȋŒƁȅ,ࠈ = Ǟǩɻɠ,ࠇ = ȝŒɫɫǩƟƌ,ࠇ = ȣȴƌƟǊɫ,ࠇ = [{ࠈ =?

|nodegr>=0.5

educ>=5.5

age< 25.5

hisp>=0.5

educ>=9.5 age>=20.5
married< 0.5
age< 23.5

educ>=9.5

educ>=8.5
age< 19.5

educ>=10.5
age>=17.5

age< 18.5

age>=27.5

educ>=9.5

educ< 10.5

age>=35.5age< 29.5

married< 0.5

age< 30.5

age>=37.5

age< 26.5

age>=25.5

age< 37

age>=29.5

educ< 12.5

age< 20.5

age>=23.5

0.09091
n=11

0.3571
n=14

0.1667
n=24

0.3529
n=17

0.3636
n=33

0.4118
n=17

0.2727
n=22

0.2381
n=21

0.4667
n=15

0.4706
n=17

0.5
n=10

0.5
n=16

0
n=7
0.2857
n=14

0.25
n=12

0.3529
n=17

0.7143
n=7

0.2727
n=11

0.4545
n=11

0.7778
n=9

0.4667
n=15

0.5882
n=17

0.6364
n=11

0.2857
n=14

0.375
n=16

0.6364
n=11

0.7778
n=90.3636

n=11
0.6

n=15
0.8095
n=21

CART propensity score (penalty = 0.001)

Predicted propensity score
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ࠉࠈ



+�æüࡩ ƟˇŒȝɠȋƟ ʞɻǩȣǊ �ŒȋȴȣƌƟ ƌŒʉŒ ࢎࠋࢍ

ࡦ īǩʉǞ ƝʴƝȠ ɵȚŒȈȈƝɥ ɠƟȣŒȋʉˈࡷƁȴɻʉࡩ *α(ó) = ࠈࠇࠇࠇ.ࠇ
B̂[3Ǧ|ĩǦ = {ŒǊƟ = ,ࠇࠌ ƟƌʞƁ = ŷȋŒƁȅ,ࠈ = Ǟǩɻɠ,ࠇ = ȝŒɫɫǩƟƌ,ࠇ = ȣȴƌƟǊɫ,ࠇ = [{ࠈ =?

|nodegr>=0.5

educ>=5.5

age< 25.5

hisp>=0.5

educ>=9.5 age>=20.5
married< 0.5

age< 23.5
educ>=9.5

educ< 10.5

educ< 9.5
age>=24.5

educ>=8.5
age< 19.5

educ>=10.5
age>=18.5age>=17.5

age< 18.5

educ< 9.5

age>=27.5

educ>=9.5

educ< 10.5

age>=35.5age< 29.5

married< 0.5

age< 30.5

age>=37.5

age< 26.5

age>=25.5

age< 37

age>=29.5

educ< 12.5

age< 20.5

age>=23.5

age< 22.50.09091
n=11
0.3571
n=14

0.1
n=10
0.2143
n=14
0.3529
n=17

0.2857
n=7
0.3571
n=14
0.4167
n=12

0.4118
n=17

0.2
n=10
0.3333
n=12

0.1818
n=11

0.3
n=10
0.4667
n=15

0.4706
n=17

0.5
n=10

0.5
n=16

0
n=7
0.2857
n=14

0.25
n=12

0.3529
n=17
0.7143

n=7

0.2727
n=11

0.4545
n=11
0.7778

n=9

0.4667
n=15
0.5882
n=17

0.6364
n=11

0.2857
n=14

0.375
n=16
0.6364
n=11

0.7778
n=90.3636
n=11

0.6
n=15
0.7857
n=14
0.8571

n=7
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ࠊࠈ



� ƌƟƁǩɻǩȴȣ ʉɫƟƟ Ǉɫȴȝ ʉǞƟ £ĳ üǩȝƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠈ ðȴʞɫƁƟࡩ £ĳ üǩȝƟɻ ࠋࠈ

https://archive.nytimes.com/www.nytimes.com/imagepages/2008/04/16/us/20080416_OBAMA_GRAPHIC.html


ßɫȴŷȋƟȝɻ ʿǩʉǞ +�æü ȝȴƌƟȋ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ɻƟʉ ɠƟȣŒȋʉˈࡲ
ࡦ üƟɫȝǩȣŒȋ ȣȴƌƟɻࡷȋƟŒʻƟɻ ŒɫƟ ɻɠŒɫɻƟ ࡪࡱƟࡱǩࢍ ǞǩǊǞ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ǩȣƟǇ˨ƁǩƟȣʉࢎ
ࡦ ðʞŷɻƟɧʞƟȣʉ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈࡲ
ࡦ +ȴȣƁƟɫȣɻ Œŷȴʞʉ ƌȴʞŷȋƟ࢙ƌǩɠɠǩȣǊࡩ ȴʿȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣ ȝǩǊǞʉ ǞŒʻƟ ǞǩǊǞ
ȋƟʻƟɫŒǊƟ ȴȣ ȴʿȣ ɠɫƟƌǩƁʉƟƌ ʻŒȋʞƟࡪ ǊǩʻƟȣ ɻȝŒȋȋ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ ȝƟȝŷƟɫɻǞǩɠࡱ

ࡦ �ƟŒƌɻ ʉȴ Œɫʉǩ˨ƁǩŒȋȋˈ ȋȴʿ ʻŒɫǩŒȣƁƟ ƟɻʉǩȝŒʉǩȴȣ ǩȣ ƟŒƁǞ ȋƟŒǇࡱ
ࡦ ࡪ�ȋɻȴࢍ ʿǞŒʉ ǩɻ ɫƟȋƟʻŒȣʉ �ðD ƁɫǩʉƟɫǩȴȣࢎࡲ

ࠌࠈ



ࢨoȴȣƟɻʉࢧ ʉɫƟƟɻ

ࡦ `ɫȴȝ �ʉǞƟˈ Œȣƌ xȝŷƟȣɻ ࢎࠍࠈࠇࠉࢍ
ࡦ �Ɵˈ ǩƌƟŒࡩ ɻƟǊȝƟȣʉ ƌŒʉŒ ǩȣʉȴ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣǩȣǊ ɻʞŷɻŒȝɠȋƟ Œȣƌ ˨ʉʉǩȣǊ
ɻʞŷɻŒȝɠȋƟ

ࡦ ċɻƟ ŷȴʉǞ ǽȴǩȣʉȋ ࡪ̍ ǞȴʿƟʻƟɫࡪ Ǉȴɫ ȝȴƌƟȋ ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ
ࡦ �ƌŒɠʉ ƁȴȣʻƟȣʉǩȴȣŒȋ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ ɻƟʉʉǩȣǊ

ࠍࠈ

http://www.pnas.org/content/113/27/7353


+ȴȣʻƟȣʉǩȴȣŒȋ �ðD

ࡦ æƟƁŒȋȋࡩ ɻʉŒȣƌŒɫƌ ȋȴɻɻ ǇʞȣƁʉǩȴȣ Ý = −�èB = ࠈ
 

∑ 
Ǧ=ࠈ(ĪǦ − Ī̂Ǧ)ࠉ

ࡦ `ǩȣƌ ȝȴƌƟȋ ʉǞŒʉ ȝŒˇǩȝǩ˔Ɵɻࡩ Ý∗ = Ý− λ × (#ȋƟŒʻƟɻ)ࡱ
ࡦ ´ɫࡪ ƌȴ ʉǞƟ ƟɧʞǩʻŒȋƟȣʉ ʿǩʉǞ +Ĩ Ǟȴȋƌȴʞʉ Ɵɫɫȴɫࡱ

ࠎࠈ



�ƌŒɠʉƟƌ �ðD

ࡦ üɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻࡩ

µ(Ɗ, ˀ) = B[ĪǦ|3Ǧ = Ɗ, ĩǦ = ˀ]
τ(ˀ) = µ(ࠈ, ˀ) − µ(ࠇ, ˀ)

ࡦ xǇ ȴʞɫ ǊȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ɫƟŒɻȴȣŒŷȋƟࡷƁȴȣɻǩɻʉƟȣʉ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ƟǇǇƟƁʉɻࡪ ǞȴʿƟʻƟɫࡪ ʿƟࢪƌ ǩƌƟŒȋȋˈࡩ
ࡦ �ǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞƟ �ðD ȴǇ τ̂(ˀ)ࡱ xࡱƟࡪࡱ Ý = −�èB = ࠈ

 
∑ 
Ǧ=ࠈ(τǦ − τ̂Ǧ)

ࠉ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ

£ȴʉ ɫƟŒȋȋ ࡪ̍ ŷƟƁŒʞɻƟ ƁŒȣࢪʉ ȴŷɻƟɫʻƟ ʉǞǩɻ Ǌɫȴʞȣƌࢨ ʉɫʞʉǞࢨ
Ǉȴɫ Œȣˈ ʞȣǩʉ

ࡦ īǞˈࡲ `ʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࠏࠈ



�ƌŒɠʉƟƌ �ðD

ࡦ üɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻࡩ

µ(Ɗ, ˀ) = B[ĪǦ|3Ǧ = Ɗ, ĩǦ = ˀ]
τ(ˀ) = µ(ࠈ, ˀ) − µ(ࠇ, ˀ)

ࡦ xǇ ȴʞɫ ǊȴŒȋ ǩɻ ʉȴ ȴŷʉŒǩȣ ɫƟŒɻȴȣŒŷȋƟࡷƁȴȣɻǩɻʉƟȣʉ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻ ȴǇ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ
ƟǇǇƟƁʉɻࡪ ǞȴʿƟʻƟɫࡪ ʿƟࢪƌ ǩƌƟŒȋȋˈࡩ
ࡦ �ǩȣǩȝǩ˔Ɵ ʉǞƟ �ðD ȴǇ τ̂(ˀ)ࡱ xࡱƟࡪࡱ Ý = −�èB = ࠈ

 
∑ 
Ǧ=ࠈ(τǦ − τ̂Ǧ)

ࠉ

ࡦ +Œȣ ʿƟ ƌȴ ʉǞǩɻࡲ £ȴʉ ɫƟŒȋȋ ࡪ̍ ŷƟƁŒʞɻƟ ƁŒȣࢪʉ ȴŷɻƟɫʻƟ ʉǞǩɻ Ǌɫȴʞȣƌࢨ ʉɫʞʉǞࢨ
Ǉȴɫ Œȣˈ ʞȣǩʉ

ࡦ īǞˈࡲ `ʞȣƌŒȝƟȣʉŒȋ ɠɫȴŷȋƟȝ ȴǇ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࠏࠈ



�ƌŒɠʉƟƌ �ðD ࢎࠉࢍ

ࡦ �ʞʉǞȴɫɻ ƌƟ˨ȣƟ ʉǞƟ ɠɫǩȴɫ �ðD Œɻࡩ ÝǩȣǇƟŒɻ(τ̂) = −E
[
(τǦ − τ̂(ˀǦ))ࠉ

]

ࡦ #ˈ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟˇɠŒȣƌƟƌ Œɻࡩ
ÝǩȣǇƟŒɻ(τ̂) = −E[τ Ǧࠉ ] − E[τ̂ [(ˀǦ)ࠉ + E[τ̂(ˀǦ)ࠉ · τǦ]

ࡦ −E[τ Ǧࠉ ࡩ[ ˨ˇƟƌ ŒƁɫȴɻɻ ȝȴƌƟȋɻࡪ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ τ̂

ࡦ −E[τ̂ ࡩ[(ˀǦ)ࠉ ƁŒȋƁʞȋŒŷȋƟ ǊǩʻƟȣ Œ ȝȴƌƟȋ
ࡦ E[τ̂(ˀǦ) · τǦ] = E[τ̂(ˀǦ) · ĪࠈǦ − τ̂(ˀǦ) · ĪࠇǦ ]

ࡦ E[τ̂(ˀǦ) · τǦ] = E[τ̂(ˀǦ) · ĪࠈǦ − τ̂(ˀǦ) · ĪࠇǦ ࡩ[ ƟɻʉǩȝŒŷȋƟࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ʉˈɠǩƁŒȋ
ࡦ Ī̃Ǧ = ĪȴŷɻǦ · τ̂(ˀǦ) ࡩ üɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟ

ࠐࠈ



�ƌŒɠʉƟƌ �ðD ࢎࠉࢍ

ࡦ �ʞʉǞȴɫɻ ƌƟ˨ȣƟ ʉǞƟ ɠɫǩȴɫ �ðD Œɻࡩ ÝǩȣǇƟŒɻ(τ̂) = −E
[
(τǦ − τ̂(ˀǦ))ࠉ

]

ࡦ #ˈ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟˇɠŒȣƌƟƌ Œɻࡩ
ÝǩȣǇƟŒɻ(τ̂) = −E[τ Ǧࠉ ] − E[τ̂ [(ˀǦ)ࠉ + E[τ̂(ˀǦ)ࠉ · τǦ]

ࡦ −E[τ Ǧࠉ ࡩ[ ˨ˇƟƌ ŒƁɫȴɻɻ ȝȴƌƟȋɻࡪ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ τ̂

ࡦ −E[τ̂ ࡩ[(ˀǦ)ࠉ ƁŒȋƁʞȋŒŷȋƟ ǊǩʻƟȣ Œ ȝȴƌƟȋ
ࡦ E[τ̂(ˀǦ) · τǦ] = E[τ̂(ˀǦ) · ĪࠈǦ − τ̂(ˀǦ) · ĪࠇǦ ]

ࡦ E[τ̂(ˀǦ) · τǦ] = E[τ̂(ˀǦ) · ĪࠈǦ − τ̂(ˀǦ) · ĪࠇǦ ࡩ[ ƟɻʉǩȝŒŷȋƟࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ʉˈɠǩƁŒȋ
ࡦ Ī̃Ǧ = ĪȴŷɻǦ · τ̂(ˀǦ) ࡩ üɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟ

ࠐࠈ



�ƌŒɠʉƟƌ �ðD ࢎࠉࢍ

ࡦ �ʞʉǞȴɫɻ ƌƟ˨ȣƟ ʉǞƟ ɠɫǩȴɫ �ðD Œɻࡩ ÝǩȣǇƟŒɻ(τ̂) = −E
[
(τǦ − τ̂(ˀǦ))ࠉ

]

ࡦ #ˈ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ ȴǇ ʻŒɫǩŒȣƁƟࡪ ƁŒȣ ŷƟ ƟˇɠŒȣƌƟƌ Œɻࡩ
ÝǩȣǇƟŒɻ(τ̂) = −E[τ Ǧࠉ ] − E[τ̂ [(ˀǦ)ࠉ + E[τ̂(ˀǦ)ࠉ · τǦ]

ࡦ −E[τ Ǧࠉ ࡩ[ ˨ˇƟƌ ŒƁɫȴɻɻ ȝȴƌƟȋɻࡪ ǩȣƌƟɠƟȣƌƟȣʉ ȴǇ τ̂

ࡦ −E[τ̂ ࡩ[(ˀǦ)ࠉ ƁŒȋƁʞȋŒŷȋƟ ǊǩʻƟȣ Œ ȝȴƌƟȋ
ࡦ E[τ̂(ˀǦ) · τǦ] = E[τ̂(ˀǦ) · ĪࠈǦ − τ̂(ˀǦ) · ĪࠇǦ ]

ࡦ E[τ̂(ˀǦ) · τǦ] = E[τ̂(ˀǦ) · ĪࠈǦ − τ̂(ˀǦ) · ĪࠇǦ ࡩ[ ƟɻʉǩȝŒŷȋƟࡪ ŷʞʉ ȣȴʉ ʉˈɠǩƁŒȋ
ࡦ Ī̃Ǧ = ĪȴŷɻǦ · τ̂(ˀǦ) ࡩ üɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉ ȴȣ ʉɫŒȣɻǇȴɫȝƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟ

ࠐࠈ



cȴȴƌȣƟɻɻ ȴǇ ˨ʉࡩ ɠɫȴɠȴɻŒȋ ࢎࠈࢍ

� ŷǩʉ ȝȴɫƟ ȣȴʉŒʉǩȴȣࡩ

ࡦ π : S → P Œȣ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ ȝŒɠɠǩȣǊ ɻŒȝɠȋƟࡪ è ∈ Sࡪ ʉȴ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣ
ࡦ ðǩȝɠȋƟ ƁŒɻƟࡩ ƁȴȣɻǩƌƟɫ ɻŒȝɠȋƟ ɻɠŒƁƟ X = ,ࠇ} {ࠈ
ࡦ üʿȴ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ɠŒɫʉǩʉǩȴȣɻࡩ Π  = ,ࠇ} {ࠈ ȣȴࢍ ɻɠȋǩʉࡪࢎ Œȣƌ Πè = ,{ࠇ}} {{ࠈ}
Ǉʞȋȋࢍ ɻɠȋǩʉࢎ

ࡦ ðɠŒƁƟ ȴǇ ɠȴɻɻǩŷȋƟ ʉɫƟƟɻࡩ P = {Π ,Πè}

ࠇࠉ



cȴȴƌȣƟɻɻ ȴǇ ˨ʉࡩ ɠɫȴɠȴɻŒȋ ࢎࠉࢍ

ࡦ xȣ ɻŒȝɠȋƟࡩ Ýxð = − ࠈ
 

∑ 
Ǧ=ࠈ(−τ̂�+üǦ ࡪࠉ( ʿǞƟɫƟ τ�+ü ǩɻ ʉǞƟ ð�üD ʿǩʉǞǩȣ ƟŒƁǞ

ȋƟŒǇ
ࡦ +ɫǩʉƟɫǩȴȣࡩ Ýxð − λ × (#ȋƟŒʻƟɻ)
ࡦ ´ʞʉ ȴǇ ɻŒȝɠȋƟ ࡪࡱǊࡱƟࢍ Ɓɫȴɻɻ ʻŒȋǩƌŒʉǩȴȣࡩࢎ − ࠈ

 
∑ 
Ǧ=ࠈ(τ̂

+ü − Ī∗
Ǧ )
ࠉ

ࠈࠉ



5ȴʞŷȋƟ ʉɫƟƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠉ ࠉࠉ



ßɫȴɠƟȣɻǩʉˈ ʉɫƟƟɻ

`ǩǊʞɫƟ ࡩࠊ ࠊࠉ



DˇɠŒȣɻǩȴȣɻ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ ǇȴɫƟɻʉɻ

ࡦ üʿȴ ɫƟȋƟʻŒȣʉ ɠŒɠƟɫɻࡩ �ʉǞƟˈ Œȣƌ üǩŷɻǞǩɫŒȣǩ ࢎࠎࠈࠇࠉࢍ Œȣƌ īŒǊƟɫ Œȣƌ
�ʉǞƟˈ ࢎࠎࠈࠇࠉࢍ

ࡦ �Œǩȣ ǩƌƟŒɻࡩ ŷʞǩȋƌ ȴǇǇ ȴǇ ǞȴȣƟɻʉ ƁŒʞɻŒȋ ʉɫƟƟɻࡪ ŷʞʉ ǊƟʉ ŷƟʉʉƟɫ
ƁȴȣʻƟɫǊƟȣƁƟ ɠɫȴɠƟɫʉǩƟɻ Ǉȴɫ ȋƟŒǇ࢙ȋƟʻƟȋ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣɻ

ࡦ ĨŒȋǩƌǩʉˈ ȴǇ ɫŒȣƌȴȝ ǇȴɫƟɻʉ Ǉȴɫ ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟȴʞɻ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈࡩ ƌƟɫǩʻƟƌ
Ǉɫȴȝ ǩȝɠȋǩƁǩʉ ŷȴȴɻʉɫŒɠɠƟƌ ʿƟǩǊǞʉǩȣǊࡪ ǞŒɻ +�ü ŒɻˈȝɠʉȴʉǩƁɻ Ǉȴɫ ʻŒȋǩƌ
Ɓȴȣ˨ƌƟȣƁƟ ǩȣʉƟɫʻŒȋɻ Ǉɫȴȝࢍ ǩȣ˨ȣǩʉƟɻǩȝŒȋ ǽŒƁȅȣǩǇƟࡱࢎ ðƟƟࡪ ƟࡱǊࡪࡱ īŒǊƟɫࡪ
oŒɻʉǩƟࡪ DǇɫȴȣ ࢎࠋࠈࠇࠉࢍ

ࡦ +ŒʞɻŒȋ æ` ʻɻ ǞȴȣƟɻʉ ʉɫƟƟɻࡩ ʿƟǩǊǞʉǩȣǊ ʉǞƟ Ɓȴȣʉɫǩŷʞʉǩȴȣ ȴǇ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ
ʞȣǩʉɻ ʉȴ ʉǞƟ ȋƟŒǇ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣ ŷˈ Œ ǇʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ Ǟȴʿ ǇɫƟɧʞƟȣʉȋˈ ʉǞƟˈ
ȴƁƁʞɫ ǩȣ ʉƟɫȝǩȣŒȋ ȣȴƌƟ Ǉȴɫ Œ ǊǩʻƟȣ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟ ʻƟƁʉȴɫࡪ ˇ

ࠋࠉ

https://pdfs.semanticscholar.org/7cdb/392f5e9e0e378b8c46b9c454837e2b428026.pdf
https://www.gsb.stanford.edu/gsb-box/gsb-box-get-box-doc/441191/notcase
https://www.gsb.stanford.edu/gsb-box/gsb-box-get-box-doc/441191/notcase
http://www.jmlr.org/papers/volume15/wager14a/wager14a.pdf
http://www.jmlr.org/papers/volume15/wager14a/wager14a.pdf


£Ɵʉʿȴɫȅɻ Œȣƌ ǩȣʉƟɫǇƟɫƟȣƁƟ

ࠌࠉ



`ɫŒȝƟʿȴɫȅࡪ Œȣƌ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ

ࡦ `ǩȣǩʉƟ ɠȴɠʞȋŒʉǩȴȣ Pࡪ ʿǩʉǞ   ʉȴʉŒȋ ʞȣǩʉɻࡱ
ࡦ #ǩȣŒɫˈ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ ȝŒʉɫǩˇࡪ cࡪ ʿǩʉǞ ˔Ɵɫȴ ȴȣ ƌǩŒǊȴȣŒȋɻ
ࡦ +ȴʻŒɫǩŒʉƟɻ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ʞȣǩʉࡪ Ĳ
ࡦ üɫƟŒʉȝƟȣʉ 3Ǧ ∈ ,ࠇ} {ࠈ Ǉȴɫ ƟŒƁǞ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋࡱ `ʞȋȋ ƁȴȋȋƟƁʉǩȴȣ ƌƟȣȴʉƟƌ
5 ∈ D ࡱ

ࠍࠉ



ðċüĨ� Œȣƌ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ

ࡦ æƟƁŒȋȋࡩ ǩǇ ʿƟ ǩȣʻȴȅƟ ðċüĨࡪ� ʿƟ ƁŒȣ ʿɫǩʉƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Œɻࡩ
ĪȴŷɻǦ = ĪǦ(3Ǧ)ࡱ

ࡦ oȴʿƟʻƟɫࡩ ǩǇ ǩȣƌǩʻǩƌʞŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ ƌƟɠƟȣʉ ȴȣ ȴʉǞƟɫɻࢪ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉࡪ ʿƟ
ǩȣɻʉƟŒƌ ʿɫǩʉƟࡩ ĪȴŷɻǦ = ĪǦ(5)

ࡦ oƟȣƁƟࡪ ǊǩʻƟȣ ɠŒǩɫɻ ƌ ≠ ƌ′ ∈ Dࡪ ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ŒɫƟ ƌƟ˨ȣƟƌ Œɻ
ĪǦ(ƌ) − ĪǦ(ƌ′)

ࡦ xǇ ðċüĨ� ƌȴƟɻ ȣȴʉ Ǟȴȋƌࡪ ʉǞƟɫƟ ŒɫƟ ȚŒȠˁ ȝȴɫƟ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ ȴʞʉƁȴȝƟɻ Ǉȴɫ
ʞȣǩʉɻࡱ

ࠎࠉ



īǞŒʉ ʉȴ ƌȴࡲ �ʉǞƟ ࡪ̍ DƁȅȋƟɻࡪ xȝŷƟȣɻ ࢎࠎࠈࠇࠉࢍ

ࡦ `ȴƁʞɻ ȴȣ ƟˇŒƁʉ ʉƟɻʉɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ ɠɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ
ɠƟƟɫࢧࡷࢨǩȣʉƟɫǇƟɫƟȣƁƟࢧࡷࢨɻɠǩȋȋȴʻƟɫɻࢧ ƟǇǇƟƁʉɻࡱࢨ

ࡦ �ɫƟ ƟǇǇƟƁʉɻ ɠɫƟɻƟȣʉ ȴɫ ƌƟʉƟƁʉŒŷȋƟࡲ
ࡦ �Ɵˈ ǩȣɻǩǊǞʉࡩ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ Œȋȋȴʿɻ Ǉȴɫ ƌƟʉƟƁʉǩȴȣ ȴǇ ʉǞƟ ɠɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ
ɻɠǩȋȋȴʻƟɫɻ

ࠏࠉ



æƟʉʞɫȣǩȣǊ ʉȴ `ǩɻǞƟɫ

ࡦ æƟƁŒȋȋ ǩȣ ƟŒɫȋǩƟɫ ʿƟƟȅɻ ʿƟ ƌƟ˨ȣƟƌ `ǩɻǞƟɫࢪɻ ƟˇŒƁʉ ɠ࢙ʻŒȋʞƟɻ ǩȣ ʉǞƟ
ƁȴȣʉƟˇʉ ȴǇ ƁȴȝɠȋƟʉƟȋˈ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻࡱ

ࡦ DࡱǊࡪࡱ ŒɻɻʞȝǩȣǊ ðċüĨࡪ� Œȣƌ ǊǩʻƟȣ Ƞࠈ ʉɫƟŒʉƟƌ ʞȣǩʉɻࡪ Ƞࠇ Ɓȴȣʉɫȴȋ ʞȣǩʉɻࡪ ʿƟ
ƁŒȣ ƁŒȋƁʞȋŒʉƟ Œ ʉƟɻʉ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ó Ǉɫȴȝࡩ

óȴŷɻ = ࠈ
Ƞࠈ

∑

Ǧ:3Ǧ=ࠈ
ĪȴŷɻǦ − ࠈ

Ƞࠇ
∑

Ǧ:3Ǧ=ࠇ
ĪȴŷɻǦ

ࡦ DˇŒƁʉ ȣǩʉƟ˨ࢍ ɻŒȝɠȋƟࢎ ɠ࢙ʻŒȋʞƟ ǊǩʻƟȣ ŷˈࡩ

ɠ࢙ʻŒȋʞƟ = ßɫ(|ó′| ≥ |óȴŷɻ|)

ࡦ xǇ ɻŒȝɠȋƟ ɻǩ˔Ɵ ǩɻ ȋŒɫǊƟࡪ ʿƟ ŒɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ ʉǞƟ ɠ࢙ʻŒȋʞƟ ʻǩŒ ɫŒȣƌȴȝ
ɻŒȝɠȋǩȣǊࡱ

ࠐࠉ



�ʞȋʉǩɠȋƟ ƁȋŒɻɻƟɻ ȴǇ ࢎȣȴȣ࢙ɻǞŒɫɠࢍ ȣʞȋȋ ǞˈɠȴʉǞƟɻƟɻ Ǉȴɫ ɠƟƟɫ ƟǇǇƟƁʉɻ

ࡦ £ȴ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻࡩ ĪǦ(ƌ) − ĪǦ(ƌ′) ∀Ǧࡪ Œȣƌ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ƌ,ƌ′ ∈ D
ࡦ £ȴ ɻɠǩȋȋȴʻƟɫ ƟǇǇƟƁʉɻ ŷʞʉࢍ ȴʿȣ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻࡩࢎ ĪǦ(ƌ) − ĪǦ(ƌ′) Ǉȴɫ Œȋȋ
Ǧࡪ Œȣƌ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ƌ,ƌ′ ∈ Dࡪ ɻࡱʉࡱ ƊǦ = Ɗ′

Ǧ

ࡦ £ȴ ǞǩǊǞƟɫ ȴɫƌƟɫ ƟǇǇƟƁʉɻ ŷʞʉࢍ ȴʿȣ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œȣƌ ǇɫǩƟȣƌɻࢪ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉࡩࢎ
ĪǦ(ƌ) − ĪǦ(ƌ′)∀Ǧࡪ Œȣƌ Œȋȋ ɠŒǩɫɻ ƌ,ƌ′ ∈ D ɻࡱʉࡱ ƊǦ = Ɗ′

Ǧ Ǉȴɫ Œȋȋ ʞȣǩʉɻ Ǻ ɻࡱʉࡱ
ƌǩɻʉ(Ǧ, Ǻ) < ࡪࠉ ǊǩʻƟȣ ƌǩɻʉŒȣƁƟ ǩȣ ǊɫŒɠǞǩƁŒȋ ŒƌǽŒƁƟȣƁˈ cࡱ

ࠇࠊ



ßɫȴɠȴɻƟƌ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Œʉǩȴȣ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ ŒȋǊȴɫǩʉǞȝ

ࡦ xȝɠȋƟȝƟȣʉŒʉǩȴȣࡩ
ǞʉʉɠɻࡷࡷࡩǊǩʉǞʞŷࡱƁȴȝࡷƌƟŒȣƟƁȅȋƟɻࡷɫŒȣƌȴȝǩ˔ŒʉǩȴȣࡻǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࡦ ðʉƟɠɻࡩ
ࡱࠈ ðƟȋƟƁʉ Œ ɻƟʉ ȴǇ ǇȴƁŒȋ ʞȣǩʉɻࡪ ࡱ^
ࡱࠉ +ǞȴȴɻƟ Œ ʉƟɻʉ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁࡪ ó(ĳ^,5)ࡱ `ʞȣƁʉǩȴȣ ȴǇ Œȋȋ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ŒɻɻǩǊȣȝƟȣʉɻࡪ
ŷʞʉ ȴȣȋˈ ǇȴƁŒȋ ʞȣǩʉ ȴʞʉƁȴȝƟɻࡱ

ࡱࠊ +ŒȋƁʞȋŒʉƟ ó(ĳȴŷɻ^ ,5ȴŷɻ)
ࡱࠋ ðŒȝɠȋƟ Œ ɠƟɫȝʞʉƟƌ ʻƟƁʉȴɫ 5∗ ɻࡱʉࡱ Œȋȋ ǇȴƁŒȋ ʞȣǩʉɻ ɫƟƁƟǩʻƟ ɻŒȝƟ
ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ Œɻ ȴŷɻƟɫʻƟƌࡪ ǇȴɫƁǩȣǊ 3∗

Ǧ = 3ȴŷɻǦ ∀ Ǧ ∈ ࡱ^
ࡱࠌ +ȴȝɠʞʉƟ ɫŒȣƌȴȝǩ˔Ɵƌ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁ ü(ĳȴŷɻ^ ,5∗)

ࡱࠍ æƟɠƟŒʉ ɠɫǩȴɫ ʉȴ ɻʉƟɠɻ #ȝŒȣˈ ʉǩȝƟɻࡱ +ȴȝɠŒɫƟ ȴŷɻƟɫʻƟƌ ɻʉŒʉǩɻʉƁ ŒǊŒǩȣɻʉ
ɫŒȣƌȴȝȋˈ ɻŒȝɠȋƟƌ ɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻࡪ ǩȣ ǇŒɻǞǩȴȣ ȴǇ ʉɫŒƌǩʉǩȴȣŒȋ `ǩɻǞƟɫǩŒȣ
ƁȴȝɠŒɫǩɻȴȣࡱ

ࠈࠊ

https://github.com/deaneckles/randomization_inference


�ȴʻǩȣǊ ǇȴɫʿŒɫƌ

ࠉࠊ



üǞǩɻ ƁȋŒɻɻ

ࡦ �ŒɫǊƟȋˈ Œ ɻʞɫʻƟˈ ȴǇ ƁȋŒɻɻǩƁ Œȣƌ ȝȴƌƟɫȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ ʉȴ ƁŒʞɻŒȋ
ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ

ࡦ 5ǩǇǇƟɫƟȣʉ ɠŒɫŒƌǩǊȝɻࡩ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉŒȋ ʻɻࡱ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣŒȋࡪ ɠȴʉƟȣʉǩŒȋ
ȴʞʉƁȴȝƟɻ ʻɻࡱ 5�cɻ

ࡦ üǞǩȣȅǩȣǊ ʉǞɫȴʞǊǞ ʞȣƁȴȣǇȴʞȣƌƟƌȣƟɻɻࡷǩǊȣȴɫŒŷǩȋǩʉˈ
ࡦ +ŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ Œɻ Œ ȝǩɻɻǩȣǊ ƌŒʉŒࡷɫƟʿƟǩǊǞʉǩȣǊ ɠɫȴŷȋƟȝ
ࡦ īǞŒʉ ʉȴ ƌȴ ǩȣ ʉǞƟ ɠɫƟɻƟȣƁƟ ȴǇ ȣȴȣ࢙ƁȴȝɠȋǩŒȣƁƟ
ࡦ üǞǩȣȅǩȣǊ Œŷȴʞʉ ȝȴƌƟȋ ɻƟȣɻǩʉǩʻǩʉˈࡩ ʞȣȴŷɻƟɫʻƟƌ ƁȴȣǇȴʞȣƌǩȣǊࡪ ȝȴƌƟȋ
ɻƟȋƟƁʉǩȴȣ

ࡦ oȴʿ ʉȴ ŷɫǩȣǊ ǩȣ ȝȴƌƟɫȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻࡩ ɻƟǊȝƟȣʉ ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ
Ǉɫȴȝ ƁŒʞɻŒȋ ƁȴȝɠȴȣƟȣʉ

ࡦ �ȣƌ ȣƟʻƟɫ ǇȴɫǊƟʉ Œŷȴʞʉ ȝȴƌƟȋ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈ

ࠊࠊ



ðȴȝƟ ǩȝɠȴɫʉŒȣʉ ʉǞǩȣǊɻ ʿƟ ƌǩƌȣࢪʉ ƁȴʻƟɫ

ࡦ oǩƟɫŒɫƁǞǩƁŒȋ ȝȴƌƟȋɻ
ࡦ DȝɠǩɫǩƁŒȋ #ŒˈƟɻ
ࡦ #Œȣƌǩʉ ɠɫȴŷȋƟȝɻ Ǉȴɫ ŷʞɻǩȣƟɻɻ ƟˇɠƟɫǩȝƟȣʉɻ

ࠋࠊ

http://www.stat.columbia.edu/~gelman/research/published/HierarchicalCausal.pdf
https://papers.ssrn.com/sol3/papers.cfm?abstract_id=3157819
https://support.google.com/analytics/answer/2844870?hl=en


`ʞɫʉǞƟɫ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ ȴȣ ȝȴƌƟɫȣ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ

cŒʞɻɻǩŒȣ ɠɫȴƁƟɻɻƟɻࡩ

ࡦ ßࡱ ࡱ´ oȴˈƟɫࡪ ࡱ5 �Œȣ˔ǩȣǊࡪ ࡱ� ࡱ� �ȴȴǩǽࡪ ࡱ� ßƟʉƟɫɻࡪ Œȣƌ ࡱ# ðƁǞȴȋȅȴɠǇࡱ
£ȴȣȋǩȣƟŒɫ ƁŒʞɻŒȋ ƌǩɻƁȴʻƟɫˈ ʿǩʉǞ ŒƌƌǩʉǩʻƟ ȣȴǩɻƟ ȝȴƌƟȋɻࡱ xȣ �ƌʻŒȣƁƟɻ
ǩȣ £ƟʞɫŒȋ xȣǇȴɫȝŒʉǩȴȣ ßɫȴƁƟɻɻǩȣǊ ðˈɻʉƟȝɻࡪ ɠŒǊƟɻ ࡪࠍࠐࠍ࢖ࠐࠏࠍ ࡱࠐࠇࠇࠉ

ࡦ ĿǩǊȋƟɫࡪ +ȴɫʿǩȣ ࡪࡱ� `ɫŒȣƁƟɻƁŒ 5ȴȝǩȣǩƁǩࡪ Œȣƌ ĳʞȣ īŒȣǊࡱ DɻʉǩȝŒʉǩȣǊࢨ
ƁŒʞɻŒȋ ƟǇǇƟƁʉɻ ȴǇ Œǩɫ ɧʞŒȋǩʉˈ ɫƟǊʞȋŒʉǩȴȣɻ ʞɻǩȣǊ ɠɫǩȣƁǩɠŒȋ ɻʉɫŒʉǩ˨ƁŒʉǩȴȣ
Ǉȴɫ ɻɠŒʉǩŒȋȋˈ ƁȴɫɫƟȋŒʉƟƌ ȝʞȋʉǩʻŒɫǩŒʉƟ ǩȣʉƟɫȝƟƌǩŒʉƟ ȴʞʉƁȴȝƟɻࢨࡱ
#ǩȴɻʉŒʉǩɻʉǩƁɻ ࠉࡱࠊࠈ ࡩࢎࠉࠈࠇࠉࢍ ࡱࠉࠇࠊ࢙ࠐࠏࠉ

ࠌࠊ



`ʞɫʉǞƟɫ ɫƟǇƟɫƟȣƁƟɻ ࢎࠉࢍ

£ƟʞɫŒȋ ȣƟʉɻࡩ
ࡦ ðǞŒȋǩʉࡪ �ȴǞŒȣɻɻȴȣ ॹ ðȴȣʉŒǊࡱ ȴʞȣƌǩȣǊ#ࢧ Œȣƌ �ǩȣǩȝǩ˔ǩȣǊ
+ȴʞȣʉƟɫǇŒƁʉʞŒȋ Dɫɫȴɫࢨࡱ ŒɫĲǩʻࠍࠎࠐࠊࠇࡱࠍࠇࠍࠈࡩ

ࡦ �ȴɠƟ˔࢙ßŒ˔ࡪ ࡱ5 �ʞŒȣƌƟʉࡪ ࡪࡱ� ðƁǞɁȋȅȴɠǇࡪ ࡪࡱ# üȴȋɻʉǩȅǞǩȣࡪ xࡱ üȴʿŒɫƌɻ Œ
�ƟŒɫȣǩȣǊ üǞƟȴɫˈ ȴǇ +ŒʞɻƟ࢙DǇǇƟƁʉ xȣǇƟɫƟȣƁƟࡱ
ǞʉʉɠɻࡷࡷࡩŒɫˇǩ ࢎࠌࠈࠇࠉࢍࡱࠏࠐࠊࠉࠇࡱࠉࠇࠌࠈࡷŒŷɻࡷȴɫǊࡱ̒

ࢨŒʞɻŒȋ+ࢧ �Œɻɻȴࡩ
ࡦ `ŒɫɫƟȋȋࡪ ࡱ� æȴŷʞɻʉࢨ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ ȴȣ ŒʻƟɫŒǊƟ ʉɫƟŒʉȝƟȣʉ ƟǇǇƟƁʉɻ ʿǩʉǞ
ɠȴɻɻǩŷȋˈ ȝȴɫƟ ƁȴʻŒɫǩŒʉƟɻ ʉǞŒȣ ȴŷɻƟɫʻŒʉǩȴȣɻࢨࡱ �ȴʞɫȣŒȋ ȴǇ
DƁȴȣȴȝƟʉɫǩƁɻࡪ ࡪࢎࠈࢍࠐࠏࠈ ࠊࠉ࢖ࠈ ࡱࢎࠌࠈࠇࠉࢍ

ࡦ �ʉǞƟ ࡪ̍ xȝŷƟȣɻ ॹ īŒǊƟɫࡱ DǇ˨ƁǩƟȣʉࢧ xȣǇƟɫƟȣƁƟ ȴǇ �ʻƟɫŒǊƟ üɫƟŒʉȝƟȣʉ
DǇǇƟƁʉɻ ǩȣ oǩǊǞ 5ǩȝƟȣɻǩȴȣɻ ʻǩŒ �ɠɠɫȴˇǩȝŒʉƟ æƟɻǩƌʞŒȋ #ŒȋŒȣƁǩȣǊࢨࡱ
ŒɫĲǩʻࠌࠉࠈࠎࠇࡱࠋࠇࠍࠈࡩ ࡱࢎࠍࠈࠇࠉࢍ ࠍࠊ



īŒˈɻ ǇȴɫʿŒɫƌ

üȴ ȝˈ ȅȣȴʿƟȋƌǊƟࡪ ʉǞǩȣǊɻ ɠƟȴɠȋƟ ǞŒʻƟȣࢪʉ ɫƟŒȋȋˈ ƌȴȣƟ ʿƟȋȋࡩ

ࡦ 5ƟƟɠ ȋƟŒɫȣǩȣǊ Œȣƌ ƁŒʞɻŒȋ ǩȣǇƟɫƟȣƁƟ
ࡦ DࡱǊࡪࡱ ðˈȣʉǞƟʉǩƁ Ɓȴȣʉɫȴȋɻ ʿǩʉǞ ࢎɫƟǊʞȋŒɫǩ˔Ɵƌࢍ æ££ɻ
ࡦ DࡱǊࡪࡱ ࢨoȴȣƟɻʉࢧ ȣƟʞɫŒȋ ȣƟʉʿȴɫȅ ŒɠɠɫȴŒƁǞƟɻ Ǉȴɫ ǞƟʉƟɫȴǊƟȣƟȴʞɻ ƁŒʞɻŒȋ
ƟǇǇƟƁʉɻ

ࡦ +ǞŒȋȋƟȣǊƟɻ ʿǩʉǞ ŷȴʉǞࡩ Ǟȴʿ ʉȴ ɧʞŒȣʉǩǇˈ ʞȣƁƟɫʉŒǩȣʉˈ ǩȣ ʉǞƟ ƌƟƟɠ
ȋƟŒɫȣǩȣǊ ƁȴȣʉƟˇʉ

ࠎࠊ



īɫŒɠɠǩȣǊ ʞɠ

ࡦ x ʿǩȋȋ ȝŒȅƟ ƟˇɠȋǩƁǩʉ ŒȣȣȴʞȣƁƟȝƟȣʉɻ Œŷȴʞʉ ʉǞƟ ƟˇɠƟƁʉŒʉǩȴȣɻ Ǉȴɫ ʉǞƟ
˨ȣŒȋ ƟˇŒȝ ȴʻƟɫ ƟȝŒǩȋ

ࡦ `ȴȋȅɻ ʿɫǩʉǩȣǊ ˨ȣŒȋ ɠŒɠƟɫɻ ȝʞɻʉ ɫƟŒƁǞ ȴʞʉ ʉȴ ȝƟ Œŷȴʞʉ ʉǞƟǩɫ ɠɫȴǊɫƟɻɻࡪ
Œȣƌ Œȣˈ ɧʞƟɻʉǩȴȣɻ ɠƟɫʉŒǩȣǩȣǊ ʉȴ ǇȴɫȝŒʉ

ࡦ xʉࢪɻ ŷƟƟȣ Œ ɠɫȴǇȴʞȣƌ ɠȋƟŒɻʞɫƟ ʉȴ ɻɠƟȣƌ ʉǞƟ ɻƟȝƟɻʉƟɫ ʿǩʉǞ ˈȴʞ
ࡦ xǇ ˈȴʞ ƁŒȣ ȣȴʿ ʉŒȋȅ ʉȴ ɻȴȝƟȴȣƟ Ǉȴɫ ȝȴɫƟ ʉǞŒȣ ࠇࠈ ȝǩȣʞʉƟɻ Œŷȴʞʉ ʿǞˈ
ȴɫɫƟȋŒʉǩȴȣ+ࢧ ƌȴƟɻȣࢪʉ ƟɧʞŒȋ ƁŒʞɻŒʉǩȴȣ࢕ࢧȴɫ ƟʻƟȣ ŷƟʉʉƟɫ࢕ʿǞˈ ȣŒǩʻƟ
ɠɫƟƌǩƁʉǩȴȣ ƌȴƟɻȣࢪʉ ǊƟȣƟɫŒȋȋˈ ˈǩƟȋƌ ʻŒȋǩƌ ƁŒʞɻŒȋ ƟɻʉǩȝŒʉƟɻࡪ x ʿǩȋȋ
ƁȴȣɻǩƌƟɫ ʉǞƟ ƁȴʞɫɻƟ Œ ɻʞƁƁƟɻɻࡱ

ࠏࠊ
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